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EL PENSAMIENTO CIENTIFICO PRETENDE EXPLICAR LA
REALIDAD

La capacidad de soslayar una dificultad, de
seguir un camino indirecto cuando el directo no
aparece, es lo que coloca al animal inteligente
sobre el torpe, lo que coloca al hombre por
encima de los animales mas inteligentes, y a los
hombres de talento por encima de sus
companieros, los otros hombres.

GEORGE POLYA

Un principio basico en la ciencig, es que ninguna conjetura debe aceptarse Sn motivos que la
justifiquen. En las cdencias empiricas, que induyen las Ciencias Naturdes, la Medicina y la
Sociologia, los motivos de aceptacion de una conjetura conssten en la concordancia entre las
predicciones basadas en la teoria 'y la evidencia obtenida por un experimento o por una observacion
sgemética. En la Psicologia, la Sociologia y la Economia, tales aceptaciones estan basadas en la
Edtadidtica, y en otras ciencias como la Teologia y la Historig, las “ verdades’ estan basadas en
gproximaciones que, en @ mejor de los casos representan una probabilidad méas o menos vaida

En redidad, toda ciencia actia mediante € enunciado y prueba de conjeturas (explicacion
tentativa dada a un fendmeno observado), y para probarlas utiliza un método adecuado, €
Método Cientifico. Tomemos un gemplo interesante de fendmeno de migracion de especies,
estudiado por Ecdlogosy Naturaistas:

El salmdn plateado, incuba sus huevos en las aguas de los arroyos del area
Noroeste de la costa pacifica de los Estados Unidos. Al nacer, los pececillos
nadan corriente abajo hasta llegar al Océano Pacifico, donde permanecen hasta
por cinco afos creciendo y alcanzando su madurez sexual. Luego, respondiendo a
un estimulo no determinado, regresan a poner sus huevos a los arroyos de agua
dulce donde nacieron.
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He agui un fendmeno observado que despierta curiosidad. ¢Como pueden encontrar 10s
peces con exactitud €l arroyo donde nacieron?. Para lograrlo, agunos de estos peces tienen que
nadar sobre caidas de agua de considerable atura 'y cubrir distancias tan largas que llegan hasta €
estado de Idaho (aproximadamente 1.500 Km).

L os cientificos han establecido innumerables conjeturas para explicar este fendbmeno :

Quizas, este pez encuentre e camino hacia su arroyo natal al reconocer
objetos que vio cuando iba corriente abajo rumbo al mar, 6 quizas reconozca €l
sabor 6 el olor del arroyo donde nacio.

Edtas y otras conjeturas son posibles, imaginemaos que un ecologo intenta probarlas, entonces
acepta como método € disefio de un experimento cientifico que le permitira probar sus conjeturas.
Pero ¢como prueban estos experimentos las conjeturas?, la respuesta parad es muy smple: un
experimento prueba una conjetura verificando si las predicciones que se derivan de la misma
son correctas. Condgderemos por eemplo la primera, la cud intenta explicar l1a habilidad de sdmaén
para encontrar € arroyo donde nacié Unicamente por su habilidad para reconocer objetos
visudmente. S esta conjetura es correcta, un samén d que se le obgtruyera la vison, no podria
encontrar € arroyo donde naci.

Este razonamiento podria esquematizarse formamente asi:

Hipotesis: S ... e salmon utiliza Unicamente el estimulo visual para encontrar €l
arroyo donde nacio con € fin de poner sus huevos,

Prediccion: Entonces ... un salmon al que se le impida ver mediante una venda no
podra retornar al arroyo donde nacio.



Vamos a suponer que € pez encontrara el camino hasta su arroyo natal, alin cuando no pueda
ver. S d ecologo presume gue ningun factor (o variable) que pudiere cambiar |os resultados se ha
dejado de tener en cuenta, é podriaafirmar que @ proceso experimental probd que la conjeturaera
fasa. Supongamos por otra parte, que € pez con & impedimento visua no puede encontrar € arroyo
donde naci6. Este resultado no prueba la conjetura del estimulo visual. S6lo da gpoyo ala conjetura
Egto nos lleva a formular una pregunta interesante: ¢como es posible que una serie de resultados
experimentales puedan rechazar una conjetura y sin embargo no puedan probarla? La
respuesta a esta pregunta radica en la relacion entre una conjetura y las predicciones que puedan
derivarse de dlas. Esta relacion congtituye € marco o estructura principal del proceso de la
deduccion |6gica.

La deduccion logica @ menudo llamada el razonamiento del Si y e entonces), esla
esenciade lamatemética. Este razonamiento se evidencia, por gemplo, en lageometriade plano:

Si dos puntos estan en una misma recta y descansan en un plano, entonces
esa recta descansa en el mismo plano.

En otras ramas de la matemética también encontramos la deduccidn representando un papel
NO Menos importante:

Si a<b<gc, entonces a+ c<b+d
Sib<cya> 0, entoncesab< ac

En las ciencias, y por supuesto en la Ecologia, la deduccidn es tan importante como en la
matemética, no obstante, existen diferencias muy notables sobre como se usa la deduccion en la
mateméatica y como e utiliza en una ciencia experimenta. Los mateméaticos generdmente trabgan
con simbolos, no les incumben entidades fiscas como & sdmdn migratorio. El matemé&ico puede
mangar los simbolos a su parecer y deseo, puede crear Situaciones en sus pruebas en las cuaes
tenga la certeza de que se demuestre una sola conjetura'y se hace una sola pregunta. Esta situacion
no existe para d ecdlogo, é sAmaon que estudia no puede manipularse tan facilmente, por lo tanto, €
ecologo no puede estar nunca absol utamente seguro de que sus experimentos han eliminado todas
las variables que podrian influir en sus resultados. Cubrirle los ojos d sdmon, por gemplo, podria
ocasionar que los animales usaran otro sistema sensorid para encontrar la ruta que persiguen, quizas
usen normalmente los 0jos para encontrar su camino, tal posibilidad parece remota. En @ caso del
salmdn, es muy probable que dicha posibilidad 1o sea, pero € hecho de que exista, aunque seamuy
remota, debe ser objeto de reflexion constante para el ecologo.

No podemos degar de subrayar que las ciencias, a excepcion de la matemética, tratan
Unicamente con “verdades’ en téminos de probabilidades y nunca en términos de certeza
absoluta. ¢Cudles son los motivos que sancionan la aceptabilidad de una conjetura en la
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matematica?, ¢qué método utiliza el matemético para probar sus conjeturas?. En la préxima
seccion intentaremos dar respuesta a estas preguntas, abriendo una discuson que nos permitird
comprender algunos aspectos sobre |os Fundamentos de la Mateméticay su método de trabgjo.




LA VERDAD MATEMATICA Y EL METODO
AXIOMATICO

Una mafana, exactamente al amanecer, un
monje budista comenzo la ascension de una
elevada montafa, siguiendo un estrecho sendero
que serpenteaba alrededor de la montaia hasta
un templo que, resplandeciente, brillaba en su
cima.

El monje recorri6 su camino con velocidad
variable, deteniéendose muchas veces para
descansar y tomar un poco de fruta seca que
llevaba consigo. Muy poco antes de la puesta del
sol lleg6 al templo. Pasados algunos dias de
ayuno y meditacion, emprendido el camino de
regreso, bajando por el mismo sendero por el que
habia subido, comenzando otra vez al amanecer,
caminando con velocidad variable y haciendo a lo
largo del dia muchas pausas. Su velocidad
promedio durante el descenso fue,
evidentemente, mayor que su velocidad media de
ascension.

Demuéstrese que hay un punto en el sendero
por el cual paso el monje exactamente a la misma
hora en los trayectos de ida y de regreso.

Nuevos Pasatiempos Matematicos. Martin Garner



Intuicion Induccion y Deduccion

El enunciado que hemas presentado d inicio de esta seccion, ilustra un determinado tipo de
Stuacion problemética en la que interviene d matemético. El problema del monje es un tipico
problema de punto fijo, de la rama matemética conocida como topologia. Observe que & enunciado
termina planteando un problema por demostrar, esto es, bgjo una serie de condiciones hipotéticas,
se desea establecer (demodtrar) la veracidad de una proposicion que debe ser consecuencia
(deducida) de las condiciones preestablecidas.

En la vida académica, ha sucedido que & profesor nos ha propuesto demostrar la
“veracidad” de una proposicion que nos parece evidente, la cuad hemos utilizado constantemente

sin previademostracion, como es d caso de la Sguiente proposicion:
S a, bycsonnimerosreales,ya> byb> c, entoncesa> c

Para nosotros, esta proposicion es evidente y nos sorprende que @ profesor nos pida
demostrar su veracidad. En redidad, cuando nos presentan esta proposicion, no sentimos la
necesidad de crear una cadena més 0 menos larga de razonamientos para poder afirmar que:

S una cantidad es mayor que otra, y esta otra es mayor que una tercera, la
primera es mayor que latercera

Pues, en base a un rgpido proceso mentd activo, aunque no critico, intuimos que la
proposicion es verdadera, eslaintuicion la que nos hace sentir que la proposicion es verdadera.
Aunque hay que reconocer que muchos logros en la ciencia se deben a la intuicion, es
necesario advertir que, por S misma, no basta para elaborar una teoria firme, pues, aunque es un
proceso creador importante, puede conducirnos a conclusiones erroness. El siguiente gemplo ilustra
una Stuacion curiosa
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Es un hecho bien conocido que algunas serpientes pueden tragarse a otras, a veces
mas grandes que ellas mismas. S se presume que la que estragada desaparece de la vista, la
situacion ilustrada seria una conclusion | ogica.

Una persona que intuya la veracidad de un hecho, no podré convencer acotrade dlo, y méss
ésta es escéptica, por € solo hecho de intuirlo.

Volvamos a nuestra proposicion y tratemos de aclarar esta limitacion. S le pidiéramos a un
estudiante que explique € porgué de esta afirmacion, es probable que su primer intento consista en
repetir laspremisas y la conclusion de la proposicion, es decir, d dir&

Pues, s a es mayor que b, y b esmayor gue c, es evidente que a es mayor que c

Con eso no hard més que confirmar la seguridad personal en la verdad del resultado y se
extrafiara que los demés no la dentan y le nieguen la vdidez de su explicacion. S le indstimas,
pudiera suceder que recurriera a g empl0s NUMEri cos como:

Bueno si 5>3y 3>1, esta claro que el resultado 5>1 es el que se deduce

Egte razonamiento no es todavia suficiente para probar la veracidad de la proposicion.
Procediendo de este modo no hariamos més que comprobar que la proposicion es cierta cuando:

a=5 b=3yc=1

Pero, objetivamente, no asegura nada para |os otros vaores numericos de a, by c. Quizasd
estudiante intente probar ahora que la proposicion es cierta no solo en e caso numérico que ha
elegido y esté dispuesto a repetir la comprobacion @n todos los datos que Se nos ocurran, sempre
gue se cumplan las condiciones previas. Desafortunadamente podria comprobarlo para muchos
casos, pero no paratodoslos posbles, pueslo limitado de su vidano selo permitiria, y por lo tanto,
sempre quedara la duda que uno de los casos no considerado negara la proposicion.

Método Inductivo y Método Deductivo

Antes de continuar precisemos estas idess. cuando @ edtudiante intenta demostrar la
proposicién experimentando con datos particulares para a, b y ¢, y de dli deduce que la
proposicion, es verdadera para todos los posibles vaores de las letras, et haciendo uso del
método inductivo.
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El méodo inductivo implica llegar a una concluson probable basdndose en
muchos casos particulares.

Suponganos que una persona prueba una manzana verde y encuentra su sabor agrio, prueba
una segunda y también es agria. Unaterceray cuarta manzanas le producen igua sensacion. De estas
observacionesindividuales'y por separado se puede derivar una conclusion gererd:

Todas las manzanas verdes son agrias.

En & gemplo anterior se nota, evidentemente, que en cuanto mas observaciones haya, més
configbles resultan las generdizaciones inductivas que puedan derivarse de ellas. Una generdizacion
inductiva que se base en dos experiencias especificas es menos configble que una que se base en
diez o cien. Clao edd las generdizaciones inductivas nunca dcanzan una certeza absoluta,
Unicamente adcanzan un dto grado de probabilidad. El defecto que padece este proceso dgico, es
gue sempre cabe la poshbilidad de encontrarnos con una experiencia que refute la conclusidn, en
nuestro caso, hay la posibilidad de encontrar una manzana verde que sea dulce.

A pesar de que d pensamiento inductivo no sempre nos lleva a resultados exactos, es
redlmente un méodo vaioso para descubrir conclusiones posibles. Por g emplo, basta una ojeada a
la configuracion plana de la Sguiente figura, para convencerse de que la suma de nimeros impares
consecutivos que empiece por 1 es necesariamente un cuadrado.

Suponga que n representa @ nimero de
impares consecutivos comenzando desde €
ndmero 1:

1=1
1+3=4=2
1+3+5=9=3 SN AT T
1+3+5+7=16=4 25
1+3+5+7+9=25=5

I
L =R NV R T

5 5 5 5 S5
1
a b wdNPE

L uego de estas pocas observaciones, podemos concluir lasiguiente formula
Para cada entero positivon, 1+ 3+ 5+ 7+ ... + (2n-1) = n?
cuyavalidez s6lo puede ser demostrada de manera deductiva.

En generd, en la vida diaria utilizamaos frecuentemente & razonamiento inductivo en diferentes
Stuaciones, pero es prudente hacerlo con cierta precaucion. No se puede estar sujeto a normas o



12

reglas que nos sefiden la aplicacion correcta de la induccidn, Sno que cada quien debe desarrollar la
capacidad necesaria para emitir su propio juicio. Esta forma de razonamiento nos puede conducir a
extremos ridiculos. Por gemplo:

Considere € caso de una persona que concluye que podria oir su radio de
pilas durante toda su vida, sélo porgue lo ha escuchado durante varias semanas.

Edte tipo de persona, € clasico optimista, es € extremo opuesto de otra que no ve razén
aguna para esperar que d diatermine sdlo porque asi ha ocurrido sempre.

Por lo tanto, inductivamente no es posible adcanzar certeza en las conclusiones. Esto solo se
conseguiracon € Unico ingtrumento que en e mundo dd pensamiento opera vdidamente: € proceso
de deduccion légica. Se trata del llamado Método Deductivo, basado en los principios de la
|6gica adecuadamente reunidos y coordinados entre si, y del cud, podriamos decir en otros términos:

Parte de proposiciones generales para llegar a conclusiones particulares
En términos del lenguge matemético que luego adlararemos.

Parte de |los postulados para alcanzar |os teoremas

Veamos ahora como elaboramos la demostracion de la proposicion presentada a comienzo
delaseccion 2.1. Como paso previo, esquemnaticemos la proposicion de la manera siguiente:

Premisas: i) @ b, ¢ son nUmerosredes
i) a>b
iiyb>c

Conclusion: a>c

Egta claro que nuestra meta es obtener la concluson a partir de las premisas (mas otras
verdades previas aceptadas a través de un razonamiento deductivo). Veamos como podria ser esto:

La premisa i) establece que los nimeros con los que vamos a trabgjar son nimeros reaes
(universo de trabgo). Ahora, miremos las premisas ii) v iii), glué significaa> by b > c?. Para
responder debemos hacer uso de La definicionde la relacion mayor entre nimeros reales. Esta
definicion esla sguiente:

Dados dos niumeros reales a y b, decimos que a es mayor que b, y denotamos
estareacion por “a>b” sy solo s, existe un niumero real positivo P tal que a
=b+P.
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Ejemplol:
3>-1lporque3=-1+4
-2>-5porque-2=-5+3
Entonces las premisas i) y iii) nos permiten contar con lasigualdades
a=b+P;: P, positivo
b=c+P, : P,positivo

Observemos que hasta aqui estamos asumiendo que conocemos [0 que es un nimero red,
iguadad de nimeros redles, y niUmero red pogtivo. Prosiguiendo, haremaos uso de una proposicion

ya aceptada
S sumamos miembro a miembro dos igualdades, resulta una nueva igualdad.
Y escribiriamos:
atb=(b+P)+(Cc+P)
lo cual es aceptado porque conocemos € uso del paréntess.

En d segundo miembro de la iguddad, podemos aplicar las propiedades asociativa y
conmutativa de nimeros regles, para obtener:

atb=b+(c+(P.+Py)
Usamos otra proposicion aceptada:

S restamos a cada lado de los miembros de una igualdad, un ndmero real
cualquiera, el resultado serd otra igualdad.

En nuestro caso, restando b acada miembro de laiguadad nos queda:
a=c+(PL+P)

Otra proposicion que podemos usar es la guiente:
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S P y P, son nimeros reales positivos, € nimero P = P; + P, estambién un
ndmero real positivo.

Con esto podemos expresar nuestraiguddad en la forma:
a=c+P : P postivo

Al llegar a este punto finaliza nuestra cadena de razonamientos, recordando de nuevo la
definicion de relacion mayor entre los nimeros regles.

Como a es igual a ¢ mas e numero real positivo P, la definiciéon de relacion
mayor entre ndmeros reales nos permite concluir:

a=>c

Al seguir este proceso hemos probado la veracidad de nuestra proposicion.

Definiciones, Conceptos Primitivos y Axiomas

En matemética se hace énfasis especid a razonamiento deductivo, y cas exclusivamente por €
uso de &, podemos obtener pruebas de nuestras conclusiones. La fuerte insstencia en este aspecto
caracteriza y digingue a la matemética de otras disciplinas. Un gran aractivo en d estudio de la

matemética es que nos ofrece la ventgja de conocer y comprender un sstema deductivo en su forma
més pura.

Esperamos que d llegar agui € lector tenga una idea mas 0 menos clara de como se prueban
las conjeturas o proposiciones en lacienciamatemdicay qué método utiliza para demostrarlas.

Nuestro interés ahora, es abordar € problema de como crear una teoria en matematica. Es
posible que d find de nuestra discusion, hayan surgido de manera naturadl dgunas preguntas, como

por gemplo:

¢, En que se sustentan las proposiciones que han sido previamente aceptadas
para probar la veracidad de una proposicion ?

S larespuestaes.
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Esas otras estén sustentadas en otras que estan previamente aceptadas.

Entonces, ¢cuando termina este proceso de apoyo? y de terminar en dgun momento, ¢en donde
termina?.

En redidad, las respuestas a estas preguntas quedan establecidas cuando decimos que la
matemética esta fundamentadaen d M éodo Axiomatico.

Para comprender en que consste € Método Axiomatico, tomemos d esquema de la
proposicion de la seccion anterior; la premisa i) nos daba informacion sobre € conjunto de nimeros
gue podian sudtituir alasletras a, b y ¢, en este caso los niUmeros redes. S nos preguntamos ¢, qué
es un numero real? y buscamos su definicion, dla haria referencia a los nimeros raciondes y
entonces otra pregunta surgiria ¢, qué es un numero racional ?, de esta forma podriamos forzarnos a
ir definiendo cada uno de |os conceptos a los que hacemos referencia

El idedl, ya anhelado por Platdn de una ciencia en la que todo se definey se demuestra, no es
acanzable, de dlo podemos convencernos S pensamos en lo que significadefinir y demostrar.

DEFINIR un objeto, un ente de naturaleza cualquiera, quiere decir
presentarlo en relaciones determinadas con otros que, a su vez, deberan ser
definidos o comunmente tenidos por conocidos.

S e tratase de objetos materides, en determinado ingtante podriamos tomar uno y decir:
He aqui lo que intentamos decir con tal nombre, pero los entes de los que se ocupa la matemética

no son susceptibles de representacion material concreta, por [0 que no es posible proceder asi.

DEMOSTRAR una proposicion cualquiera, quiere decir, derivarla de
otra, quea su vez serademostraday por eso deducida de una precedente; y asi
sucesivamente.

Pero este proceso no puede continuarse indefinidamente. ...¢ Entonces?.

Reflexionemos por gemplo, sobre la estructura del diccionario de una lengua. Se trata de un
libro en d que, como se afirma frecuentemente, estan todas las paabras definidas. Pero, ¢estan
realmente todas? y ¢de qué manera? Tomemos una paabra cudquiera y busguemos su
sgnificado; lo hallaremos expresado con otras paabras, de cada una de las cuaes, estard ilustrado
su significado. Pero no puede continuarse asi indefinidamente, aunque pensemos en € diccionario
como un libro de gran volumen, € nliimero de paabras que contiene, por grande que sea, es Sempre
limitado; esto significaque en é se hdlan reiteraciones, que se cae en circulos viciosos.
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S d auor, en lugar de objetivos de caracter literario y linguistico, se hubiese propuesto
unos de caracter 16gico, en € prologo deberiadirigirse d lector y decirle;

“El lector debe dar por conocido € significado de las siguientes veinte o
treinta palabras (no sabemos cuantas podrian ser necesarias), con cuyo auxilio
pasaré a definir todas las demas; pero aquellas que son indispensables constituyen
el punto de partida.

Andogamente, e matemético, por la necesidad de definir los entes por los que se interesa,
forzosamente llegariaa un concepto que no se puede definir y los consideraria como conocidos,
Como conceptos primitivos, y con su ayuda podra después definir [os demés. De la misma manera,
el proceso llevado en una demostracion, en su pasar de una a otra afirmacion (mediante rigurosa
deduccion), debera tener inicidmente y como base de su razonamiento, unas proposiciones de
partida.

Asi por giemplo, después de haber definido los niUmeros reales a partir de los raciondes, y
éstos a partir de los enteros y los naturdes, llegariamos a través de otras definiciones implicadas en
ese proceso ascendente, a concepto de conjunto que no podriamos definir. Porque ¢, qué diriamos
?. No podemos utilizar laidea de cantidad porque esta trae consigo € concepto de niimero que no
esta definido todavia. Nos quedariamos con laidea de agrupacién, coleccion, reunion, quellevan
implicito  mismo concepto y tomariamos laidea de conjunto como concepto primitivo.

De igud manera, podriamos obligarnos a ir ascendiendo en la escalera deductiva respecto a
las proposiciones, por gemplo: a decir que la suma de los niUmeros regles satisface la propiedad
conmutativa, podriamos exigir su demostracion. Al hacerlo recurririamos a la propiedad conmutativa
de la suma de los raciondes y mediante una nueva demostracion, ala conmutativa del producto y de
la suma de enteros y de esta forma se iria ascendiendo hasta llegar a proposiciones primigenias
gue no se pueden deducir de otras anteriores.

Otro gemplo: Al llegar en esta marcha ascendente a la teoria de conjuntos, nos veriamos
obligados aaceptar (sin demostrar) proposiciones como estas.

S el conjunto X es una parte del conjunto Y'y e conjunto Y es una parte del
conjunto X, entonces X esigual a Y.

S X es un conjunto, existe un conjunto formado por todas las partes de X.
Estas proposiciones que, Sn demostrar se aceptan como ciertas, se llaman Axiomas o

Postulados y junto con los conceptos primitivos condituiran € punto de arranque y base de una
Teoria Matematica.



17

Al conjunto formado por los conceptos primitivos y por los axiomas s llama Sistema de
Axiomas.

Se dice que unateoria se desarrolla por d M étodo Axiomatico cuando las definiciones que
van apareciendo y las proposiciones (teoremas) que se van demostrando, se apoyan en los
conceptos primitivos y en los axiomas, 0 bien, en definiciones y proposiciones que se derivan de
aqudlos.

Veamos un gemplo de la geometria plana formado por cuatro axiomeas:

Conceptos Primitivos: Plano, Punto, Recta.

. P]]Iltl] Adan&
usaremos erminos 'y
signos de lateoriade
conjuntos. As

Recta diremos:
iyl
ane Plano

€S un conjunto a cuyos eementos llamaremos puntos. A ciertos subconjuntos del
plano lesllamaremos rectas.

Designaremos alos puntos con letras mayUsculas. A, B, C, ... y alas rectas con letras mindsculas. a,
bc,..

Daremos una definicion previa
Definicion: Diremos que dos rectas ay b del plano son pardelas 5 son lamismarecta
0 § U interseccion es vacia (no tienen ningln punto en comun).

Denotaremos “aes pardelaab’ escribiendo:

a'ds2bsysilos:a=b,obienaCb=/4A
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Axiomas;

1.- Para todo par (A, B) de puntos
digintos dd plano, exige una
recta y sdlo una que los contiene.

2.- Toda recta contiene d menos  dos puntos
digtintos.

3.- El plano contiene d menostres
puntos distintos, que no pertene-
cen alamismarecta

B
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4.- Para toda recta a y para todo
punto M que no estaen a existe
una recta paraddab,y solo una
gue contiene d punto M.

A patir de dgtema de axiomas dado y a través de definiciones y teoremas podremos
desarrollar parte de lo que conocemos como geometria plana, que como sabemos esta inspirada,
desde la antigliedad, por la observacion del mundo fisco que rodea d hombre. Esa serie de
abstracciones de la forma de los cuerpos, de su tamafio, de sus relaciones, es la que llamamos
geometriay congtituye un model 0 que se gusta a los cuatro axiomas de nuestro sistema.

1 I
! PROBLEMAS Y EJERCICIOS I

Intuicion, Induccién y Deduccion. Definiciones, conceptos primitivosy axiomas.

Complete las Sguientes oraciones utilizando las padbras que le den un sentido claro
Y preciso:

a Se llama induccion ad proceso de llegar a partir de
experiencias especificas.

b) El razonamiento depende de la observacion de casos particulares.
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C) Seestapracticando € pensamiento cuando setiene € presentimiento
que ago es cierto.
d) La induccion y la son eementos vaiosos para descubrir

proposiciones, més que para demostrarlas.

€) Cuando se obtiene una conclusién gplicando un principio a un caso particular, se esta haciendo
uso del razonamiento

f) Es usud llamar deduccion a una conclusén que se edablecidé por razonamiento

g) S 3x+6=8 entoncesx = €s una conclusion correcta.
h) S ab>0yb>0, entoncesa .

i) El centifico en su laboratorio, a través de diferentes observaciones hace uso dd razonamiento
para establecer general.

j) El Unico ingrumento que en d mundo del pensamiento opera vdidamente es @ proceso
l6gica

k) Definir un ente de cualquier naturaeza, quiere decir

[) Demostrar una proposicion cuaquiera, quiere decir

m) El méodo que utilizala matemética es, eminentemente

n) Los oonceptos que no s pueden definir a patir de otros s llaman
y las proposiciones que se aceptan sSin demostrar se conocen

como

0) Un teorema es una proposicion que se demuestra a partir de

p) El concepto de conjunto, es un concepto mientras que e concepto
de nimero racional es




21

g) Enunademostracién se hace uso del méodo

r) Laproposicion: “ En todo tridngulo rectangulo se verifica que e cuadrado de la longitud de
la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos* es
mientras que la proposicion: “ por dos puntos distintos pasa una recta”

es

- En cada uno de los casos dados a continuacion, indique s € proceso empleado es: inductivo,
intuitivo, deductivo o ninguno de lostres.

a) El primer diade clases,  profesor miraalos ojos deun dumnoy ledice “ tU vas a aprobar este
Curso”.

b) En un club deportivo, agunos de los integrantes del equipo de baoncesto tienen las sguientes
edtaturas: 1.78, 1.80, 1.79, 1.82, 1.85, y 1.80 m, un aspirante a ingresar a equipo concluyo:
“todos los miembros del equipo de baloncesto del club tienen por 1o menos 1.78 metros de
altura”.

¢) En un Zoolégico un chimpancé ve un pldano que esta fuerade su jaulay no puede dcanzarlo,
tomaun paloy con é atrae € plataro hasta tenerlo en sus manos.

d) Cuando Juanita cumplié 8 afios, su madre le hizo una torta ese dia. En ese mismo afio, la madre
de Juanita hizo tortas de cumpleafios para sus otras hijas Rosay Gloria Juanita afirmo: “ Cada
vez que alguna de nosotras cumple afios mama hace una torta”.

€ “S e perimetro de un hexagono regular tiene 60 cm., entonces cada lado mide 10 cn'.

f) Un caballo reconoce a cierta distancia el término de lajornada, se da cuenta que va a descansar y
acomer y relincha de gozo.

En los gercicios sguientes establezca la conclusién cuando le parezca razonable. Apdyese
- s0lo en los datos proporcionados y diga que razonamiento empleo.

a) Seobservaque unamosca pruebaun liquido X y muere. Tiempo después, varias moscas prueban
€ liquido X y también mueren. Conclusion:

. Razonamiento:
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b) A todoslosgatosle gustalaleche. Conclusion:
. Razonamiento:

¢) Lasumade los dos primeros nimeros naturales impares es 4, 0 sea 2°. La sumade lostres
primeros nlmeros naturales impares es 9, 0 sea 3. La suma de [os cuatro primeros nlmeros
naturalesimpares es 16, 0 sea 4. Conclusion:

. Razonamiento:

d) Ayer fue Jueves. Conclusion: .Razonamiento:

€) Un estudiante observé durante varios martes consecutivos, que la cora del Indituto se reunia para
ensayar. Conclusion:

. Razonamiento:

EI PENSAMIENTO Y EI LENGUAJE EN LA MATEMATICA

El hombre miraba sus meditaciones desde
diversos angulos, trataba de agarrarlas y luego
enderezarlas con la fijeza y la rigidez de su
mirada...

Los edaf6logos estiman que el suelo ideal para
cultivos es el magro-arciloso con un 10% de
humus y sustancias calcareas para estar en un
grado cercano a la neutralidad quimica.

En & primer parafo (fragmento de un poema de Francisco Pérez Perdomo, Premio Naciona
de Literatura 1980), tenemos la expresion de ciertasideas en € lengugje de un atistay en € segundo
laexpreson de ciertasideas en € lenguge cientifico. Son estilos diferentes - ¢verdad?



23

El primero de dlos utiliza d sentido figurado, va en busca de la belleza, expresad estado de
animo de un ser humano, es susceptible de interpretacionesindividuales, ..., etc.

El segundo establece un hecho, utilizando términos técnicos con una acepcion precisa,
producto de experimentaciones y estudios, y busca tranamitir la informacion sin que haya lugar a
variasinterpretaciones personales.

Laciencia y en paticular la matemética, tiene una forma de expresar las idess diferente d
comun de lagente y los artistas, porque le interesa que € conocimiento que elacreasetransmita'y
desarrolle parad beneficio dd hombre.

Pero como en la transmision de las ideas hay errores (voluntarios, como por gemplo: la
informacion distorsonada deliberadamente con fines interesados, 6 involuntarios que se producen
cuando una persona intuye que algo es cieto y 1o usa en ta sentido), se adoptan agunas
precauciones paratratar de evitarlos.

Se trata en primer término de precisar € lenguaje y en segundo lugar de sustituir la
intuicion por la deduccion en la formdizacion de conocimiento. De esta forma surge en la
matemdtica d “razonamiento abstracto” como una modelacion e idealizacion de ciertos
fendmenos que ocurren en € mundo naturd.

En la transmison de las ideas matemdticas 2 usa un lenguaje l6gico cuyas herramientas
principdes son: los principios y las reglas de inferencia o deduccion que aclararemos
proximamente.

Proposiciones Simples

De la Ultima discuson quedd cdaro que d primer requisito para construir una teoria en
matemdtica, es conocer d significado de las paabras empleadas. El término proposicion 1o hemos
empleado hasta ahora sin dar su definicion.

Definimos & término proposicién como todo enunciado que tiene un solo

valor de verdad, es decir, es un enunciado al cual debemos poder asignar un
anico valor que puede ser verdadero o falso, pero, no ambos.

Es muy conveniente distinguir que dichas proposiciones forman oraciones declarativas.
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Ejemplo 2
) 1+4=5 \%
ii) /3 esun nimero entero (F)
iii) Andrés Bello descubrié América (F)
iv) El afio tiene 400 dias ()

Las sguientes oraciones no son proposiciones porque no podemos asignarles un vaor de
verdad, esto es, verdadero o falso:

Ejemplo 3:
i) Un triangulo es menor que un circulo.
i) El color azul vale menos que una sonrisa.
i) Esta afirmacion es falsa.

Tampoco son proposiciones aquellas expresones dubitativas, exclamativas, imperativas,
interrogativas, etc.

Ejemplo 4
i) ¢Quiénanda ahi ?
ii) i Que chéverel

iif) Te ordeno salir.

Proposiciones Compuestas y Operadores LOgicos

As como los nimeros naturdes son en aitmética bésicos para combinarlos mediante
operadores elementales como més (+), menos € ), por () y entre () y producir otros nUmeros
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mediante las reglas aritméticas respectivas de adicion, sustraccion, multiplicacion y divison; de
manera sSmilar |o hacemos en 16gica, teniendo en cuenta que en esta area nuestra unidad basica es
la proposicion 'y nuestros operadores son los llamados conectivos 10gicos, que producen este

cas0 las proposiciones compuestas, las cudes pueden ser conjuntivas, disyuntivas,
condicionales, negativas, etc.

Dichas proposiciones compuestas pueden formarse a partir de dos proposiciones ssimples,
asocidndolas con conectivos 16gicos, que son expresiones del tipo “y”, “0”, “ S ..., entonces ...”,
gtc. También s emplea “no”, aunque esta Ultima no opera de manera estricta sobre dos
proposiciones, Sino gue Unicamente interviene en una sola

En una proposicion compuesta, es importante conocer & vaor de verdad de sus
componentes, pues su vaor de verdad depende de |os valores de verdad de cada unade ellas.

Proposicion Conjuntiva

S py g representan dos proposiciones, la proposicion compuesta (p y q),
que se smboliza p U q, sellama Proposicion Conjuntiva depy g o Conjuncion
depyaq.

En € caso que nos ocupa la proposicion conjuntiva, aceptaremos que la verdad de su
conjuncién significa que las dos proposiciones que la componen sean verdaderas.

Enigua forma, aceptaremos que la conjuncion esfdsa g |o es cudquiera de sus componentes.

Ejemplo 5:
p : Juan es estudiante

g: Juan es jugador de fatbol.
p Uq: Juan es estudiante y Juan es jugador de fiitbol.
Para poder analizar cualquier proposicion compuestay establecer su valor de verdad, es usud
hacerlo a través de lo que se conoce como Tabla de Verdad, donde se muestran todas las

combinaciones posibles de valores de verdad de las proposiciones smples que la componen y €
respectivo vaor de verdad de la proposicién compuesta
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Adoptaremos por convencion de agui en adelante, los sguientes vaores de verdad:
1 (Verdadero)

0 (Fdso)

CONJUNCION

La tabla de verdad para € conectivo 16gico conjuncién es la Pl 4a|pUg
mostrada a continuacion: 1 1 1
1|0 0
0 1 0
0 0 0

Otros gjemplos de proposiciones conjuntivas con su respectivo vaor de verdad son:
Ejemplo 6:
i) 6esunnumero par y 6 esun entero positivo. (1)

i) Venezuela fue la sede de los Juegos Panamericanos de 1983 y Venezuela es
un pais Latinoamericano. (@)

i) 2+5=7y 25=7 )

Proposicion Disyuntiva

Si py q representan dos proposiciones ssimples, la proposicion (p o g), que
sesmbolizap U q, sellama Proposicién Disyuntivadepy g o Disyuncion de
Pyq.

Nos encontramos que d tratar de determinar los vaores propios de una disyuncion en
egpaiol, d sgnificado de la conjuncion “0” es ambiguo. En nuestro estudio, € sentido en que s
emplea es inclusivo, es decir, basta con que una de |as propos ciones componentes sea verdadera,
para que € valor de verdad de la disyuncion sea verdadero. La “ 0” incluyente muy a menudo se
expresaen € lenguge legd para evitar confusiones como “y/o”.

Ejemplo 7:



p: Juan es estudiante
g: Margarita es Atleta

p U q: Juan es estudiante o Margarita es atl eta.

DISYUNCION

Latabla de verdad para e conectivo |6gico p| qgpUg
disyuncién se da a continuacion: 1 1 1
1] 0 1
0 1 1
0| O 0

otro g emplo de proposicion disyuntiva con su respectivo vaor de verdad :

Ejemplo 8:
i) 3esundivisor de 8 0 3 esun nimero par. (0)]
i) Belmont es una marca de cigarrillo o Belmont es una marca detalco. (1)

iif) 2 esun nimero par o 2 es un nUMero primo. Q)

Proposicion Negativa.

Si p representa una proposicion, la proposicion compuesta (No p) se ecribe
~p, y se llama Proposicion Negativa o Negacion de p. Como es de esperar,
dada una proposicién ssmple p, la proposicion compuesta Negacion de p toma €
valor opuesto de la proposicién smple u original, o sea: S p esverdadera, ~p
esfalsa; y s p esfalsa, ~ p esverdadera.

Ejemplo 9:
p: Luisa esta en la clase de lenguaje

~ p: Luisa no estd en la clase de lenguaje

27
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o también,
~ p : Esfalso que Luisa est4 en clase de lenguaje.
NEGACION
Su tabla de verdad se muestra a continuacion: P ~p
1 0
0 1

Proposicion Condicional

Si py q representan dos proposiciones, la proposicion (s p entonces q) se
llama Proposicion Condicional y se smboliza por p ® q, siendo p llamada
antecedentey g consecuente.

CONDICIONAL
Como ya es sabido, € vdor de verdad de la proposicion p q p® g
condicional depende del valor de verdad de las proposiciones 1 1 1
componentes, la tabla de verdad de ésta esta de acuerdo con 1 0 0
nuestra intuicion 1ogica: 0 1 1
0 0 1

Para entender |os valores de verdad que aparecen en latabla
de verdad del condiciond, considérese  siguiente gemplo:

Ejemplo 10:
Migud ledice aunaamiga
S consigo dinero, entonces tellevo al cine
hay cuatro posibilidades:

1. Migud condggue dinero y llevad dne a su amiga. En este caso, mantiene su promesa; por 1o
tanto, la proposicion es verdadera.
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2. Migud consigue dinero pero no llevaasu amigad cine. En este caso, rompid su promesa; por
lo tanto, la proposicion esfasa

3. Migud no consigue dinero pero a pesar de élo lleva a su amiga d cine (no rompiendo su
promesa); por tanto, la proposicion es verdadera.

4. Migud no conggue dinero y no lleva a su amiga d cine (no rompié su promesa), luego la
proposicion es verdadera.

En los dos Ultimos casos cabe observar que, d no cumplirse @ antecedente, que viene aser en
redidad una condicidn, no tiene por qué exigirse € consecuente o conclusion, d cua esta en libertad
de tomar cualquier vaor de verdad, sendo por lo tanto, € valor de verdad 1 para la proposicion
condiciond.

Las proposiciones condicionaes son muy importantes en matemética, y existen varias maneras
deenunciar p® . Veamoslas mésusudes.

S p, entonces g

psolos g

qsip

p es suficientemente para q
(g es necesariamente para p.

Probablemente, € lengugje comin hard que no se interprete como Se desea una proposicion
condiciond escrita en adguna de las formas presentadas, pero la logica no permite taes
ambigledades. Veamos € sguiente gemplo:

Ejemplo 11:.

Sean
p: Yo estudio

g: Yo apruebo € curso.

luego,
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p® @ S yo estudio, entonces yo apruebo € curso.

En este caso, se dice que es suficienteestudiar para aprobar € curso. Sin embargo, no se
dice que esta es la inica manera; en otras paabras, no se dice que sea necesario.

Por otro lado, la proposicion compuesta p ® (, asegura que los que estudien,
necesariamente aprueban € curso o equivaentemente, “es necesario que apruebe el curso para

gue haya estudiado” .

Empleando las formas convenciondes en € lenguge de la mateméica lo anterior puede
decirse en los sguientes términos :

El hecho de estudiar es condicion suficiente para que yo apruebe.
El hecho de que yo apruebe es condicion necesaria para gque yo estudie

Veamos ahora gjemplos de proposiciones condicionaes con su respectivo valor
de verdad:

Ejemplo 12
i) S Mérida estd en Venezuela, entonces2+ 5= 8 ©)
i) S Mérida estd en Alemania, entonces 4+ 8 = 6 Q)

iil) S Mérida esta en Venezuela, entonces Parisesta en Francia (1)
iv) S Parisestd en Italia, entonces la luna estd hecha de nieve. (1)
v) S tresesun nimero par, entonces-1=1 Q)
Estudiemos ahora d significado de equivalencia logica :
Consideremos los siguientes enunciados:
p: Hoy es jueves

g: Hoy es el dia anterior al viernes
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r: Hoy esla vispera del viernes
S Hoy es el dia que sigue al miércoles.

Podemos observar que las cuatro proposiciones describen la misma idea y que tienen d
mismo valor de verdad. Dichas proposiciones que tienen el mismo valor de verdad, se llaman
proposiciones equivalentes, y s emplea d simbolo © paraindicar la relacion de equivdencia
entre proposiciones.

Estoes p° q,q°r,r°s obien: p°q°r° s
Ejemplo 13:

Lamadre enojada con su hijo, le grita:

O haces bien la tarea o te quedas en casa.

Redmente lo que quiere decir es:

S no haces la tarea, entonces te quedaras en casa.

Simbolicemos las dos expresiones equivalentes anteriores:

S no haceslatarea, te quedarasencasa: p® q
O haceslatarea o te quedaras en casa: (~p) U q
etoes p® q° (~p)Uq

Esta equivaencia logica es muy importante, pues nos permite transformar un condicional en
una disyuncion y viceversa

Una definicidn técnica sobre € concepto de proposiciones equivaentes esla siguiente

Dos proposiciones p y g son equivalentes cuando sus respectivas tablas
de verdad coinciden.

Con esta definicion podemos, de manera préctica, comprobar que las proposiciones: p® q
y (~ p) U g son equivaentes. Basta construir |atabla de cada una de ellas y compararlas o congiruir
una sola tabla donde gparezcan ambas proposiciones como la siguiente :
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Pla|-p| pP®g |(-pUqg
1 1 0 1 1
1]0]o0 0 0
0 1 1 1 1
0] 0|1 1 1

Implicacion

En matemdtica nos interesan las verdaderas implicaciones por ser la forma béasica de la
mayoria de los teoremas. Esta estructura de los teoremas se smboliza por hipdtesis P tesis o
hipotesisb conclusion.

En implicaciones correctas, lo fundamenta es que cuando la hipétesis es verdadera, la
conclusiéon debe serlo; por dlo, nos referimos a la hipotesis como una condicion suficiente
parala conclusion y ésta como condicion necesaria parala hipétesis Esto quiere decir que,

cuando la hipotesis se cumple es informacion suficiente para saber que la conclusion se
cumple.

Es importante hacer notar que laimplicacion se forma Unicamente cuando € condiciona tenga
un vaor de verdad 1. Para que lo anterior suceda, debe quedar excluida la posibilidad I6gica p
verdadero- qfalsodel condiciond.

Para hacer la digtincion entre condiciona e implicacion, emplearemos € siguiente sSimbolo para
indicar “pimplicaq”:pb q.

Ejemplo 14:

Consdérese la Sguiente tabla de verdad:

P | a [pUqg]| p® (pUQ
1 | 1 1 1
1 | 0 1 1
0o | 1 1 1
0 | o 0 1

de acuerdo con esta tabla podemos decir que p implica pU g, smbdlicamente:
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pP (pUQ.
Veamos otros gemplos.
Ejemplo 15:.
1. S hoy eslunes, entonces mafiana sera martes

2. S un numero es multiplo de 25, entonces es multiplo de 5.
3. 9 |:| > 0, entonces |:| es un nimero real positivo
4. S x< 2, entoncesx< 6; xT N
5. 9 x= 4, entoncesx*= 64; x1 N
Estos gemplos muestran que una implicacion es un tipo de condiciona que, en € caso de

estar formado por proposiciones smples para todos |os casos posibles, tiene vaor de verdad 1. En
los g emplos anteriores podemos decir:

Que sea hoy lunes, implica que mafiana sea martes

|:| > Oimplica que|:| es un nimero real positivo, etc.

Proposicion Bicondicional

S py q representan dos proposiciones, la proposicion compuesta (p S y
s0lo s q) se llama Bicondicional de p y g, es usual abreviarlo “si”, y
sambolizarlopor p « Q.

Puede observarse € bicondiciond formado por laconjunciondep ® qy
q® p.
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BICONDICIONAL

Esta proposicion es una de las més importantes, dla
. . . . P q p« q
establece equivaencia entre proposiciones que la componen y 1 1 1
se usa en cuaquier definicion matemética. Su tabla de verdad
Se muestra a continuacion: 1 0 0
0 1 0
0 0 1
Ejemplo 16:
) 3219, siysdlosi 41 16 1)
i) 32=09, siysdlosi 2+3=6 (0)

i) 12 esdivisible por 6, siy solo si 6 espar Q)

Variantes del Condicional

Es de suma importancia hacer notar que @ condicional muestra una diferencia particular con
respecto a la conjuncion, la disyuncion y @ bicondiciona: p U q es equivdenteconq U p, p U q
conq U p; también,p « qgcong « p, pero, p® ¢ no esequivalenteconq® p.

Las fdacias més frecuentes en un razonamiento son consecuencia de confundir una
proposicion condicional con su reciproca.

Consideramos | 0s casos mas importantes de una proposicion condicional:
1. Condiciond.

2. Reciproca o conversadd condiciond.

3. Inversadd condiciond.

4. Contrarreciprocadd condiciond.
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Proposiciones 1 2 3 4
p q pP® q q® p CP® (-9 | -9® (~p)
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1
0 0 1 1 1 1

De latabla anterior, nos damos cuenta que son |6gicamerte equivaentes:
El condiciona y su contrarreciproco.

El reciprocoy € inverso condiciond.

Ejemplo 17:

Establézcase |a reciproca, lainversay contrarreciproca de las proposiciones dadas e indique

su vaor de verdad:

a) S una figura plana es un cuadrado, entonces es un paralelogramo.

i) Reciproca: S una figura plana es un paralelogramo, entonces es un cuadrado.

©

i) Inversa: S una figura plana no es cuadrado, entonces no es un paralelogramo.

©)
iif) Contrarreciproca: S una figura plana no es un paralelogramo, entonces no es un
cuadrado. D
b) S un nimero entero es par, entonces es divisible por 2.
i) Reciproca: S un nimero entero es divisible por 2, entonces es par Q)

i) Inversa: S un nlmero entero no es par, entonces no es divisible por 2.

D)

iif) Contrarreciproca S un nimero entero no es divisible por 2, entonces no es un
ndmero par. Q)
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El primer gemplo indica que el reciproco del condicional no siempre es verdadero,
aungue el condicional 1o sea.

El segundo gemplo sefida que s @ condiciona y su reciproco son verdaderos, no estamos
hablando de un “condiciond”, sno en redidad de un “bicondiciona”, observe que lo que esta
presente es la definicion de un nimero entero par, es decir:

“Un numero entero es par si y solo si esdivisible por 2”.

En base a lo anterior, es importante distinguir entre un condiciona o un bicondiciond para
evitar fdacias, ya que un condiciond y su reciproco no son |égicamente equivaentes.

PROBLEMAS Y EJERCICIOS

Proposiciones Simplesy Proposiciones Compuestas
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a) ¢Cud eslaunidad bésicade laldgica matematica?

b) Diga en sus propias pa abras qué entiende por proposicion.

¢) Digacomo pueden formarse proposiciones compuestas.

d) ¢Cuéndo seformalaimplicacion ?

€) Diga, con sus propias paabras, qué se entiende por proposicion disyuntiva y proposicion
negativa

f) ¢Qué entiende por proposicion condiciona ?

g ¢Cud esladiferencia existente entre condiciond e implicacion?

h) ¢Como seformae bicondiciona ?

i) ¢Qué se entiende por proposicion bicondiciona ?

j) Mencionelas variantes del condiciona y dé g emplos de cadaunadeéllas.
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k) ¢En qué difiere e condiciond de los conectivos ldgicos Bicondiciond, Disyuncion y
Conjuncion ?

En cada caso indique S la airmacion es 0 no una proposicion, y en caso de serlo,

establezca su vaor de verdad:
a“l1+2=3".
b) “ Todas las aves vuelan” .
c) “Levantatey camina”.
d) “ Las manzanas tienen sabor agradable’ .
e " :| esun ndmero irracional” .
f) “25esunndmero primo”.
g) “ El trapecio es una figura plana con dos angulos iguales’ .

h) “ El cuadro La Mona Lisa, de Leonardo Da Vinci, es mas artistico que Las Meninas, de
Velazquez' .

i) “Una ecuacion cubica tienetresraicesreales’.

Formese @ condiciona de las siguientes proposiciones, dando su vaor de verdad:

a) p.Maiavaalaescuda (1) g: Maria gprende ©)
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b) p: Aliciaes secretaria 0) g: Aliciaedudiainglés Q)

¢) p: Migud tiene mucho dinero (1) g: Migud esmuy trabgjador (1)

Exprésense las siguientes proposiciones como expresiones equivaentes que empleen los
términos“ S ... entonces ...” , “solosi” , “ necesaria’ , “ suficiente”.

a) “ Una condicion necesaria para € paralelismo es que las rectas no se corten” .

b) “ Para que una funcién sea diferenciable, es necesario que la funcion sea continua” .

¢) “ S unafigura cerrada con rectas es un tridngulo, entonces tiene tres lados” .

d) “ Un entero positivo sera divisible por un entero diferente de s mismo y la unidad, a menos
gue sea primo” .

Escribanse smbdlicamente, las proposiciones sguientes en forma condiciond, donde p: hay
mal tiempo y g el avion esta retrasado.

a) “ Mal tiempo es una condicion suficiente para que € avion esté retrasado” .
b) “Mal tiempo es una condicién necesaria para que el avion estéretrasado” .

c) “El avion esta retrasado s hay mal tiempo” .

¢Cudes de las sguientes proposiciones se deducen de la anterior ? (No necesita tener
conocimiento de matrices).

E “S una matriz cuadrada tiene inversa, entonces su determinante es distinto de cero” .
a) “ Para que un determinante sea diferente de cero, es suficiente que su matriz sea inversa” .

b) “ Para que su determinante sea cero, es necesario que la matriz no tenga inversa” .

c) “Para que una matriz cuadrada tenga inversa, es suficiente que su determinante sea
cero’.
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d) “ Una matriztiene determinante igual a cero solo s no tieneinversa” .

continua” . ¢Cud de las siguientes proposiciones es verdadera? (no es necesario tener

En Caculo Diferencid se establece que, “si una funcion es derivable, entonces ella es
conocimientos de funciones).

a) “ Ser derivable es una condicion suficiente para que una funcién sea continua” .
b) “ Ser derivable es una condicion necesaria para que una funcién sea continua” .
¢) “Unafuncion es continua si es derivable”.

d) “ Unafuncion esderivable solo si ella es continua” .

un cuadrado, entonces es un rectangulo” . En caso de no ser € reciproco, diga que
tipo de variante es.

Digase cud de los sguientes condicionaes es d reciproco de: “S una figura plana es
a) “ S unafigura plana es un rectangulo, entonces es un cuadrado” .
b) “ S una figura plana no es un cuadrado, entonces no es un rectangulo” .

¢) “Una figura plana no es un cuadrado s no es un rectangulo”.

son paralelos, entonces ellos se cortan”. En caso de no serlo, diga que tipo de
variante es.

E Digase cud de los sguientes condicionales es € contrarreciproco de: “S dos planos no
a) “ S dos planos se cortan, entonces ellos son paralelos’ .
b) “ S dos planos no se cortan, entonces ellos son paralelos’.

¢) “ S dos planos son paralelos, entonces ellos no se cortan” .
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Dada la proposicion p encuentre una proposicion g tal que € bicondiciona que las conecta se
convierta en una doble implicacion.

a p: “untriangulo es equilatero” .
b) p: “dosrectas son paralelas’.
C) p: “ dos nimeros compuestos son iguales” .

dpa.b>0

FUNCIONES PROPOSICIONALES Y
CUANTIFICADORES

La matematica necesita instrumentos |6gicos mas sofisticados que los descritos
en la seccién anterior. La razon de introducir el concepto de cuantificador
reponde a la necesidad de resumir una gran cantidad de proposiciones en una
sola. En realidad, los cuantificadores permiten fabricar una proposicién con una
funcion proposicional. Una funcion proposicional es casi una proposicion: para
que lo sea, solo falta darle un valor a su variable o sus variables

Proposiciones Abiertas

La afirmacion: “éste es un estado de Venezuela” , ¢es verdadera o falsa?, en laformaen que
eda expresada es evidente que no podemos concluir nada. Es verdadera s € nombre Barinas
sudituye d pronombre éste El conjunto de los nombres que pueden reemplazar la paabraéste. Se
llana Conjunto de Definicién, denominado también Conjunto Universo o Dominio de la
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Variable Observe que s otras padbras diferentes de Barinas, por gemplo: Caracas, la
proposicion esfdsa

Una proposicion en la que apar ecen variables se llama Proposicion Abierta:
Ejemplo 18:
i) El nmero natural x es mayor gque 15.
i) m y n contraen matrimonio el préximo sabado.
iii)x + 5 =8.

En i) d reemplazar x por 5 obtendremos una proposicion fasay d reemplazar x por 48
obtendremos una proposicién verdadera.

En ii) le dgamos a Ud. que determine “vaores’ de m y n tdes que la proposicion es
verdadera utilizando € conjunto de sus amigos.

Eniii) no esta especificado d universo, pero claramente debe ser un conjunto de nimeros. S
e universo es R, laproposicidn es verdadera parax = 3y fasapara cuaquier otro reemplazo.

Si escogemos del conjunto univer so de una proposicion abierta, € subconjunto

de aquellos valores que hacen la proposicion verdadera, recibe € nombre de
Conjunto de Verdad o Conjunto Solucion o Extenson de la Proposicion Abierta.

Ejemplo 19:
) x*+3=7;xI U=1i-212y
i) xesunnumero par; x1 U =1234,5,6y
i) x*+1>0,x1 U=R
V) x> +y?<0;(x,y)T U=RxR

En estos g emplos tenemos:
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i) El conjunto de valores correspondientes a universo U = 1-2,1,2y que hacen la
proposicion verdaderaesV =i - 2,2y.

i) Aqui laextenson ese conjunto V =i 2,4,6y.

iii) Tenemos un gemplo donde la extensidn es todo @ conjunto universo U, es decir, €
conjunto de todos los nimeros reales.

iv) No existe un punto (x, y) I RxR que satisfagax + y* < 0, laextension en este caso es €l
conjunto vacio V= /.

Gréfica de Proposiciones

Con € objeto de comprender una proposicion, a menudo se representa mediante una gréfica
conocida con € nombre de Diagrama de Venn. Esto, ademés nos ayuda a relacionar
proposiciones'y conjuntos.

Ejemplo 20:

“5 es un nimero primo”, que dede € punto de
viga de conjuntos, se puede interpretar como “5 es un
elemento del conjunto de los nimeros primos’ .




Ejemplo 21: Numeros Naturales

“X € un numero primo, x T N”; que expresado en
términos de conjuntos, resulta: “ x es un elemento del conjunto
de los nimeros primos; x1 N’

En este caso, € conjunto de nimeros primas es la extensidn de la proposicion abierta, por 1o
gue se dibuja dentro del conjunto de los nimeros naturdes. Lo usud es representar € conjunto
universo de la variable por € interior de un rectangulo, y € conjunto solucion o extenson, por €
interior de una curva smple cerrada ( generdmente un circulo).

Funciones Proposicionales y Cuantificadores

As como en @ dgebra se smbolizan cantidades para facilitar  planteamiento y resolucion de
problemas, también en nuestro caso es importante simbolizar tanto las proposiciones smples como
las abiertas.

Consideremos la siguiente proposicion abierta:

X es un numero racional; xI R

Lacud puede escribirse de lamanera sguiente

p(X): X esun nimero racional; x1 R

S aesun nimero red dado, la proposicion smple se expresaria como:

p(a): aesun nimero racional
0 Smplemente

p: @ esun nimero racional.
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Observemos que en € primer caso X actlia como variable y recorre @ conjunto universo,
mientras que en € segundo estamos en un caso especifico. Cuando X toma e valor a, la proposicion
degjade ser abierta para pasar a ser una proposicion smple.

Podemos decir entonces, que p('/,) es verdaderay pd:|) esfdsa

Resumiendo la idea anterior tenemos que:

Una Funcion Proposicional de una variable, es un conjunto de simbolos que

representan una proposicion abierta de una variable. Esto es, p(X) representa e

enunciado de la proposicion abiertay x lavariable.

La notacion que emplearemos para cuaquier proposicion smple (especifica) serédn las letras
p, g, I, €c., mientras que una funcién proposiciona larepresentaremos por p(x), q(x), r(x), etc.
Ejemplo 22

Veamos un gemplo para encontrar la extensidn de unafuncién proposiciona

Seap(x): X° + 3x+ 2= 0,dondex] R
en td caso, laextenson de lafuncidn proposiciond p(x) ser&

P=ixi p)y=i xT RiX+3x+2=0=1i-1,-2y

Puesto que en la mayoria de las Situaciones mateméticas nos interesa considerar |a posibilidad
de que la extensidn de una funcion proposiciona sealatotdidad de miembros del conjunto universo,

[lamado también dominio de discusion, y smbolizados por U o D respectivamente, en este caso
empleamos el simbolo:

(" xT U)(px)),
que s lee
paratodo x elemento de U, se cumple p(x),

S d dominio de lavariable esté sobrentendido, se escribe smplemente:

(" x)(pP(X).
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En igud forma, es interesante consderar la poshilidad de que la extensgdn de una funcion
proposiciona contenga d menos un demento de U; esto quiere decir, que la extensén no es €
conjunto vecio.

Laidea anterior se smboliza como:;

($ xT U)pKx)
léese:
para algun x en U, se cumple p(x)

0 existeal menosun xen U, tal que p(x)
A lossimbolos" y $ selesllama cuantificadores, sendo € primero Universal
y € segundo Existencial.

En generd, los cuantificadores se omiten d leer matemética, pero pueden identificarse por €
contexto:

Ejemplo 23:
x>+ 2x+ 1= (x+1)? (identidad)
En este gemplo es claro que S tomamos como universo cuaquier conjunto de nimeros

redes, entonces todo elemento del conjunto universo verifica la proposicion abierta. En este
caso el cuantificador omitido esdd tipouniversal.

Ejemplo 24:
x+ 2=0 (ecuacion)

Aqui vemos que S tomamos como conjunto universal también los nimeros redes, la extenson
delaproposicion, esd conjunto E =i - 2y. El cuantificador omitido esdel tipo existenci al.

Cuando a una funcion proposiciond le precede un cuantificador, ésta se convierte en una
proposicion smple, por lo tanto, tiene un vaor de verdad determinado. Por supuesto, este valor de

verdad dependerd de cada funcién proposiciond y de s se cumple 0 no lo especificado por €
cuantificador.

Ejemplo 25:
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(" xT Ry x+ 2=6; R= ixé&xesunndmero realy 0)
(" xT N) x> 0;N = Conjunto de nlimeros naturales (@)
($x1 M) a(x), dondeM = i x éx es ser vivoy y a (x); xesgato. (1)

Es conveniente doservar que la paabra cuantificador nos indica cuantos eementos de un
conjunto dado satisfacen determinada cualidad.

Negacion de Cuantificadores

La negacion de una Funcion Proposicional con un cuantificador universal
es equivalente a la negacién de la misma funcion proposicional, precedida por €
cuantificador existencial. De la misma manera, la negacién de una funcion
proposicional con un cuantificador existencial es equivalente ala negacién de la
misma funcion proposicional, precedida por € cuantificador universal.

Simbdlicamente, se puede escribir:
~[(" xTD)p(x)] ° ($xT D) (~p(X)
laanterior proposicidn puede leerse como:

No esverdad queparatodox1 D, p (x) esverdadero

o también
existeun x1 D tal quep (x) esfalso

S td demento x exigte, este es llamado contragiemplo dado que éste prueba la veracidad de la
negacion de una funcion proposiciond cuantificada universdmente,

Deigua manera

~[$xTD)p(]° (" xT D) (~p(x)

que selee
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No esverdad queparatodox 1 D, p(x) esverdadero

paratodox 1 D, p(x) esfalso.

En € dguiente gemplo s= pueden ver las didintas formas de negacion de funciones
proposicionaes que en generd incluyen todos los eementos o miembras de un conjunto.
Ejemplo 26 :

Sea p(X): X esun estudiante del curso que aprueba matematica.
Universo: El conjunto de todos |os estudiantes del curso.
(" X) p(X): Todos los estudiantes del curso aprueban matematica.
Entonces |a negacion de esta proposicidn puede expresarse de distintas maneras.
~[(" X) p(X)]: Es falso que todos los estudiantes del curso aprueban matematica
‘Existe por 1o menos un estudiante del curso que no aprueba matematica.
: Algunos estudiantes del curso no aprueban matematica.

:El conjunto de todos los estudiantes del curso no es subconjunto del conjunto
de los estudiantes que aprueban matematica.

El gemplo anterior puede interpretarse através de
un Diagrama de Venn, S M denota & conjunto de todos
los edudiantes dd curso que gprueban matemética
(extensdn de p(x)) y U d conjunto de todos los
esudiantes del curso (conjunto universo), entonces d
complemento del conjunto M respecto d universo U
denotado por M representa e conjunto de todos los
edudiantes del curso que no gprueban matemdtica * Juan
(extension de (~ p(x))

S Juan es un estudiante del curso que no aprueba matemética, se encontrara como elemento
M (region sombreada) y puede smbolizarse como un punto. El demento Juan representa €
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contragiemplo que demuestra que la proposicion:  todos los estudiantes del curso aprueban
matemética, esfdsa

Observe que s E eslaextension de unafuncidn proposiciond p(x), entonces:
E ={x ¢-p(x)}

es decir, € complemento de la extensidn de la funcion proposiciona dada
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PROBLEMAS Y EJERCICIOS

Proposiciones Smplesy Proposiciones Abiertas

a) Digaen sus propias paabras que entiende por proposicion abierta,

b) Explique ladiferencia entre proposicion smple 'y proposicion abierta

¢) Escriba dos g emplos de proposiciones smples 'y dos de proposiciones abiertas.

d) Definaconjunto universo y extension de una proposicion abierta

€) Dé un gemplo de proposicion abierta y hdle los conjuntos universd y extenson de esa
proposicion.

2 I Funciones Proposicionalesy Cuantificadores

a) Definad concepto de funcidn proposiciona e ilustre con tres g emplos.
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b) Digacomo seleelasiguiente expresion: (" xI D)( p(x)).

) Digacomo seleelasiguiente expresion: ($xI D)( p(x)) .

Decidir 9 las sguientes afirmaciones son proposiciones abiertas 0 propogciones smples. S
- este Ultimo es & caso, indicar su valor de verdad:

a) yesunnimeoimpar:yl N.

b) 4 monedas de 5 centavos equivaen a un bolivar.

0 4x+3¢=0;x1 R.

d x*+y¥=16;x,y1 R.

€) Unafuncion cuadréticatiene como gréfica unalinea recta

) x+2° =x*+2x+4;x1 N.

Elabore un diagrama de Venn para cada una de las proposciones smples o abiertas y

encuentre su vaor de verdad o la extension, seglin corresponda:

a 3esun nimero pa.

b) x esimpar;x1 { 1,2,3,4}.

c) Edte afio es hisesto.

d) x noesunnimeroprimo; x 1 { 1,2, 3,4}.

€) 2esraizdelaecuacion X - 4x° = 0.
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Encuentre los conjuntos de verdad (extensdn) de las Sguentes funciones

proposicionales. Se considera como dominio de discusion (universo) U =
R:

a) qx):x+1=0.
b) t(x): - 7x+12=0.
c) IX): ¥ +4=0.
d) w(X): ¢+ 2x +1=0.
e) v(x): X'+ x=0.
En los sguientes problemas, determine € vaor de verdad de cada una de

las siguientes proposiciones, sendo € dominio de la funcion proposiciond
el conjunto de los nimeros redes:

a) (" x) ).

b) ($x) (¥ =X).
o (" x)(x+5=x).
d) ($x) (x=0).

e (" x)(x+3>x).

S C = {1, 2 3}, daermine & vador de verdad de las sSguientes
proposiciones.

a) ("xT C)(x+2<6).

b) ("xT C)(x+6<8).



0 ($xI

d) ($x1

proposicionales. Seconsderaxi R:

C)(x+2=7).

C) (x+5<7).
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Indique qué cuantificador (univers o exidencid) utilizaria en las Sguientes funciones

a m(x): x+8=0.

b) n(X): ¥- 4x+3 = (x- 3) (x - 1).

0 p(x): X +1=0.

d) ox): (x +3)°= x* + 9% + 27.

E Determine d vaor de verdad de las siguientes proposiciones. Tome como conjunto universo €

conjuntoD ={-2,-1,0, 1, 2}:

a) ($x1 D) (¢- 8=0).

b) (" x1
9 (" xI
d) ($x1
o (" xI
f (@xi
g (" xI
h) ($x1
i) ($x1

) ¢xi

D) (- 81 0).
D) (- 1) >0).
D) (X' - 1) >0).

D) (¢ - 8<0).

D) (¢ - 8<0).

D) (C + 8<0).

D)(x- 6i D).

D) (¢ + 8> 0).

D)(x- 61 D).
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En los sguientes problemas, encuentre la negacion de las proposiciones
dadas.

a 2+5=8.

b) 11 esun nimero primo.

¢) Exige un individuo deshonesto.

d) Algunos nimeros son pares.

€) Todoslos estudiantes son jovenes.

f) ($xT R) (*<0).

g (X1 R) (¢+5x+4=0).

h ("xT R) (€3 0).

) ("xT R)(¥- 25=(x - 5)(x+5).
) Ningin nimero primo es muitiplo de 3.
k) 9.3=37.

) Noescietoque7>8.

m) ($x1 R) (x + 31 10).

n ($x1 R) (x+3>10).

0) (3xT R) (x +3<10).
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cuantificadores |os siguientes enunciados, describa ademas € conjunto universo:

11 I En los gdguientes gercicios smbolice mediante funciones proposciondes y

a) Todos los bachilleres saben inglés.
b) Por lo menos un jugador de flitbol es un atleta distinguido en lapiga

¢) Algunos estudiantes de inglés aman lamuisica
d) Ningln hombre esinmortd.

€) Esfdso que agun espafiol no estorero.
f) Esfdso que dgunos nimeros no son compuestos.
g) Algin nimero es compuesto.

h) Ningun hombre es deshonesto.

En los problemas sguientes, determine la extenson de las dguientes funciones
proposicionaes. Tome como conjunto universo € conjunto de los Nimeros redes.
8 (X¥=1)® (x=1)U(x=- 1)),
b) (¢=1)« (x=1) U (x=- 1))
0 (x 1)« (¥t 1).
d (x=1)U(x=- 1)) ® (X¥=1).

e x>0« (x=0).

ARGUMENTOS VALIDOS
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Los matematicos son como los amantes ...
Conceded a un matematico el minimo principio,
gue el sacara de alli una consecuencia que tendréis
gue concederle también, y de esa consecuencia
otra.

FONTENELLE

¢, Que me estoy contradiciendo?
Muy bien: me estoy contradiciendo.
(Soy amplio, contengo multitudes)

WALT WHITMAN

La cuestion de si puede llegarle verdad real al
pensamiento humano no es cuestion de teoria, sino
una cuestion practica. En la practica es donde el
hombre tiene que probar la verdad, esto es, la
realidad y la fuerza, la terrenalidad de su
pensamiento...Solo se hacen hipotesis en vista de
algun fin determinado.

CARLOS MARX

Tautologia, Contradiccion y Falacia

L os conceptos que daremos a continuacion son la base para € desarrollo de las ideas que
trataremos en esta seccion:

Una proposicion compuesta es una TAUTOLOGIA s y sdlo s su valor de
verdad es verdader o, independientemente de que los valores de verdad desus
proposiciones componentes sean falsos o verdaderos. Una proposicion
compuesta es una CONTRADICCION s y solo si su valor de verdad es falso,
independientemente que los valores de verdad sean falsos o verdaderos.
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Diremos que una proposicion compuesta es una FALACIA, s €la no es una
tautologia ni una contradiccion.

Ejemplo 27:
Veificar que

a [(p® g)U(~q)]® (~p), esunatautologia
b) ~ (p U (~ p)), es unacontradiccion.
¢ [(p® g)Ug] ® p, esunafaacia

En efecto, s fabricamos las tablas de verdad correspondientes a las proposiciones dadas,
encontramaos.

a) Una columna de unos d find de latabla de verdad de la proposicion compuesta[(p ® Q)
U (~q)] ® (~p). Esto indica que independientemente de los valores de verdad de las
proposiciones que la componen, la proposicion compuesta tiene vaor de verdad
verdadero. Por congiguiente ella es una tautol ogia.

Plada |- |9 (p®g| P® QU9 | [(P® QU (9] ® (~p)
11]0]0]| 1 0 1
1lolo]1] o 0 1
o|1]1|lo0]| 1 0 1
0o 1]1] 1 1 1

b) Una columna de ceros d find de latabla de verdad de la proposicion compuesta~ (p U (~
p)). Lo que indica que independientemente de los vaores de las proposiciones que la
componen, la proposicion compuesta tiene valor de verdad falso. Por consguiente elaes una
contradiccion..

P |~ | pU(~p | ~(PU(~D)
1 0
0|1 1 0

=
o
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¢) Una columna con cerosy unosd fina delatablade laproposicion compuesta [(p® Q)
Uqg] ® p. Setiene en este caso que € valor de verdad de |la proposicion depende de los
vaores de |as proposiciones que la componen. Por consiguiente elaes unafdacia

P g |p®q|[(P® Uq]| [(p® UG ® p
1 1 1 1 1
1 0 0 0 1
0o 1 1 1 0
0 O 1 0 1

En un sstema deductivo, estamos interesados en obtener conclusiones vdidas a partir ce
suposiciones inicides verdaderas. La logica estudia las reglas mediante las cuaes obtenemos
conclusiones vdidas. El argumento por medio del cua obtenemos estas conclusones vdidas se llama
prueba o demostracion. Ademés, en un sisema deductivo, obtenemos teoremas como
consecuencia de postulados, y hacemos estas deducciones congtruyendo un argumento de
hipdtesis a conclusion. Nuestro razonamiento suele tomar generdmente la forma de una
proposicion condiciond (que se expresa como hipétesis b conclusi 6n). Requerimos que la
proposicion condiciond sea verdadera, independientemente de |os vaores de verdad de la hipétesis
o conclusién. Se aclara entonces que si el argumento es valido, e condicional debe ser una
tautologia. Por otra parte, si €l condicional es una tautologia, el argumento es valido. Por
tanto, para demostrar que un argumento tiene vaidez o no, basta que € condicionad sea una
tautologia.

Antes de estudiar ciertos argumentos validos, es conveniente digtinguir la diferencia entre la
vaidez de un argumento y € vador de verdad de la conclusén dd argumento dado. Para €lo,
consideremos la siguiente Situacion:

Estamos en un estadio de futbol, uno de los jugadores toma la pelota en la
media cancha, corre por la banda derecha y manda un centro a media altura que
cabecea € centro delantero y anota el gol que a la postre da € triunfo al equipo
visitante.

S andizamos edta jugada, nos daremaos cuenta que para obtener ese gol, @ equipo Sguid un
determinado proceso que se inicid cuando d jugador tomo la pelota en la media cancha El
entrenador le habia dicho a sus jugadores que s seguian la estrategia indicada, conseguirian goles
(como efectivamente ocurri®). Su consgo 0 argumento tuvo un vaor de verdad verdadero.

Pensemos ahora que antes del terminar € partido, @ otro equipo marco un gol en forma
smilar, pero con la diferencia que @ centro delantero anotd € gol con la mano, en vez de hacerlo
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con la cabeza. Por supuesto, d é&rbitro invalidd € gol, ya que d proceso utilizado ro era véido,
aunque se obtuvo un vaor de verdad verdadero d entrar e badn en la porteria

En nuestro estudio de |6gica matemética, nos vemos implicados en situaciones muy smilares.
Al igud que en d futbol hay muchos tipos de pases de baon que conducen d mismo fin, enlalogica
exigen multiples formas de verificar un argumento para averiguar 9 la conclusion se desprende
validamente de las premisas.

Nos dedicaremos a mostrar este tipo de procedimientos o argumentos vdidos, pero
debemos diferenciar:

Vaor de verdad verdadero es @ que nos indica S nuestras conclusiones son correctas 0 no
de acuerdo alos datos que nosotros proporcionamos en la hipdtesis, y 1o que cdificas € proceso
utilizado parair de lahipotesis ala conclusion es correcto, eslavaidez.

Para garantizar que nuestras conclusones son vdidas en la congruccion de las
demostraciones, emplearemos leyes l0gicas, las cuaes reciben @ nombre de reglas de inferencia.

Trataremos aqui sAlo aquellas que son Utilizadas con mas frecuencia en las demostraciones
mateméticas.

Ejemplo 28:

A continuacion veremos laregla de inferenciallamadaregla de separacion:

Congderemos | as siguientes proposiciones.

i) S esté lloviendo, entonces el reloj es de excelente calidad

i) Esta lloviendo

Nos damos cuenta que la proposicion i) es una proposicion condiciond y, ademas, que no
podemos esperar una conexion logica entre € hecho de llover y la cdidad de un reloj. Por otra
parte, de i), no podemoas inferir o deducir ninguna informacion reativaalacaidad de reloj; esto es,
obtener conclusiones. Sin embargo, a aceptar las proposiciones i) y ii), S podemos establecer la
sguiente concluson:

i) el reloj es de excelente calidad

Egto sgnifica que S aceptamos las proposiciones i) y i) como verdaderas, entonces debemos
aceptar laproposicion iii) como verdadera.
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Para comprender mas claramente la idea anterior, representemos la proposicion i) por py la
proposicidn iii) por g. De este modo, estamos afirmando que s p® qy p son verdaderas, entonces
g se deduce de ambas y también es verdadera.

Observe que € argumento que estamos mangando lo podemos smbolizar de la siguiente
manera:

[(P® UpP ® g

Latabla de verdad de este argumento aparece a continuacion:

P d [p®q|(P® qUp | [(p® qU® p
1 1 1 1 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 0 1 0 1

Observe que d mismo es una tautologia, por o que podemos afirmar que € argumento
utilizado es vdido y por lo tanto la conclusion es correcta.

Ejemplo 29:
Smboalice & sguiente argumento y establezca s es o no vaido:

sl x = 120 entonces debe tenerse que x = 20.6. por otro lado, s x = 20. 6 entonces
tendremos que x = 4.5.6, de aqui se concluye que si x = 120 entonces necesariamente X =
4.5.6

Sean,
p: x =102
g: x=20.6
rx=456
p® q: S x =120 entoncesx = 20.6
g® r: S x=20.6 entoncesx =4.5.6
p® r: S x =120 entoncesx = 4.5.6

entonces & esquemalégico dd argumento es:

[(PRq)U(a® r)]® (p® r)
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Al congruir la tabla de verdad del argumento encontramos que € mismo  es una tautologia,
podemos asegurar entonces que € razonamiento anterior es vaido.

pla|r|p®q|ag®r | (pPPYU@® ") | p®r | [(PPQU(® N® (p® r)
111 1 1 1 1 1
11lo] 1 0 0 0 1
1lof1] o 1 0 1 1
1lofo] o 1 0 0 1
ol1]1] 1 1 1 1 1
oj1]o] 1 0 0 1 1
ojof1] 1 1 1 1 1
Ejemplo 30:

Establezca s d siguiente argumento es o no vdido:

Premisas;

Conclusion:

Primeramente smbolicemaos & argumento como sgue:

Sean,

con esto, & argumento se smboliza por:

i) S estudio, entonces no fallaré en logica
i) S no juego béisbol entonces estudiare

i) Falle en l6gica

Jugué bésbol

p: yo estudio

g: Fallé en l6gica
r: Jugué béisbol

[P® (~q)U(N®@ pUq ® r
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Queda por establecer lavalidez ddl argumento, para ello construimos su tabla de verdad:

P® (~q)

l
o)
l
=

(n®p

(PR®EYU=N® PUQ

[(P® () U(N®P U ® r

0

1

ol|o|lo|o|r|r|r|r|o
ook |r|lo|o|r|r|a
o|r|lo|r|lo|r|lo|r]|=
R r|lo|lolr|r|lo|o
R ok |olr|olr|o
PRk~ |o

o|o|o|r|r ]|k~

OO0 |r|O |00

R

y encontramos que es una tautologia. Por consiguiente d argumento es vaido y la concluson se
desprende de | as tres premisas dadas.

Ejemplo 31:

Querida amiga, si desea tener la piel suave use jabon Jazmin.

Este “dogan’ publicitario pretende que la cliente piense:

Transformemos € mensge publicitario en un argumento 16gico para averiguar S €S 0 no

vaido.

Sea:

p: tengo la piel suave
g: uso jabdén Jazmin

S uso Jazmin tendré la piel suave.

laformulade agumento es[(p® g) U q] ® p.

En d gemplo 27 se determind que esta proposicion compuesta no es una tautologia. Este

argumento no esvdido, esunafdacia j no se deje engafar por los publicistas!
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LA DEMOSTRACION. METODOS GENERALES DE
DEMOSTRACION

No puede haber sorpresas en logica

LUDWIG WITTGENSTEIN

Queda pues entendido que para demostrar un
teorema nO es necesario, ni siquiera conveniente,
saber lo que quiere decir. El gedmetra podria
sustituirse por el “piano légico” imaginado por
Stanley Jevons; o, si se prefiere, podria imaginarse
una maquina en que las premisas se introdujeran
por un lado y los teoremas salieran por el otro,
como la legendaria maquina de Chicago en la que
los cerdos entraban vivos por un lado y salian por
el otro transformados en jamones y embutidos. El
matematico no necesita saber qué hace mas que

esas maquinas.
HENRI

POINCARE

Método de Demostracion Directa

Puesto que ya conocemos la naturaeza de los teoremas, estamos en posibilidad de aprender
a demodtrarlos.

En general, se llama demostracion al encadenamiento de proposiciones que
nos permite obtener la concluson o tesis a partir de ciertas proposiciones
(condiciones) iniciales, supuestas verdaderas l|lamadas premisas. La
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demostraciéon es un proceso llamado deduccion o razonamiento, que va desde
las premisas hasta la conclusion, de tal forma que no se pueda encontrar ningin
error alolargo del proceso.

También podemos decir que la demostracion es un argumento, que hace ver que una
proposicion cordiciond de la forma p® q es |6gicamente verdadera, 0 seg, una implicacion @ g.
En otras palabras, una demostracion en la que g es una consecuencia légica de p, es una secuencia
I6gica de proposiciones que generamente principia con p y termina con g. En esta secuencia cada
proposicion, después de la primera, es uno de los postulados 0 axiomas, una definicién, teorema
previamente demostrado, un corolario (consecuencia inmediata de un teorema), una
propiedad de la igualdad, etc, o se sSigue de las proposiciones precedentes en la secuencia por
adgunaregladeinferencia

Para la demostracion de un teorema por € método de demostracion
directa, una cadena de proposiciones se forma para deducir la conclusién (tesis)
a partir de conjunto de premisas (hipétesis +resultados de la teoria), de tal
modo que la Ultima es la conclusion, y cada una de dlas es una premisa o una
consecuencia valida de una o varias que la preceden.

En € proceso de la demostracion es conveniente tener presentes las siguientes
recomendaciones:

i) Sepuede sustituir un término o una expresion por su definicion. Agl, S hosdicen
que larectar de plano, es pardedaalarectar’, se puede sudituir esta afirmacion
por su definicion: r=r orCr = /.

i) Se pueden utilizar los axiomas o0 los teoremas previamente demostrados,
haciendo uso de |os resultados de esos teoremas, siempre 'y cuando las hipétesis
de esos teoremas aparezcan en e desarrollo del razonamiento. Por gemplo, s
en una demostracion aparece la suma (x + y) de dos enteros divisibles por un entero
m, podemos hacer uso del resultado del teorema : S m divide tanto x como a y,
entonces mdivide a (x + y), para afirmar que la suma x + y esdivisible por m.

iil) Se puede sustituir una proposicion por otra equivalente As, S un punto M

equidista de los extremos A y B de un segmento, se puede Situar M en la mediatriz
m dd ssgmentoyaque: MA=MB sy silos,MT m

Veamos agunos gemplos de demostraciones directas.
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Ejemplo 32.
Demodirar lasiguiente proposicion:

S los enteros a 'y b son divisibles por €l entero m, entonces la suma a + b también es
divisible por m

apartir de los Sguientes definiciones, axiomasy teoremas.

D, : El entero x es divisible por el enteroy® 0, si y solo s existe otro entero k tal que x
= ky.

A:: Lasumadedosenterosx ey estambién un nimero entero.

Az S X, Yy, Zson nimeros enteros, entonces z(X+ y) = zx + zy.

Ti: S XY,z tsonenterostalesque: x=zyt =y, entoncesx+t=z+y.

Antes de comenzar la demostracion debe tenerse claramente diferenciadas la hipétesis y la
tessde la proposicion:

Hipotesis (condiciones de partida): a y b son nimeros enteros divisibles cada uno por e
entero m.

Tesis(lo que sequieredemostrar): (a + b) estambién divisible por m,

Presentaremos en formato de columna la secuencia logica de pasos durante € desarrollo de
la demostracion. De este modo, podremos tener a la vista cada paso a lado de su respectiva
judtificacion:
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Demostracion
(cadena de razonamientos)

Justificacion

Sean ay b nimeros enteros divisibles cada
uno por el entero m, entonces existen enteros
a’ y b’ que satisfacen

a=ma yb=mb".

Sumando miembro a miembro estas igualdades
obtenemos:

a+b=ma +mb’

Se hace uso de ladefinicion D1 donde se
sustituye apor x, k por & ey por men el
primer caso, y b por x,k por b eypor men €l
segundo.

Por el teorema T,, donde se ha sustituido x por
a,zpor ma’, t por bey por mb’.

0 de manera equivalente
atb=m(@+b)

Comoa +b” esun entero, setiene quem
dividealasuma(a+b).|

Por la propiedad distributiva de la
multiplicacion respecto ala suma establecida
en e axiomaA.

Por axioma A 1 y por ladefinicion D; se obtiene
la conclusion.

Ejemplo 33:

Demodtrar la Siguiente proposicion:

(" abl R)(a=bpb &=b)

apatir de los axiomas y definicion Sguientes.

Az xy,zT R)(x=y P xz=y2)
Az (" xyT R) (y=yx)
Di (" xT R)(xx=x)

Antes que todo, es conveniente indicar que tanto |a proposicion como los axiomasy definicion
se han presentado deliberadamente en lengugie técnico con @ uso de los cuantificadores.
Afortunadamente en matematica no es usud presentar las proposiciones en lenguge técnico, lo
naturd es presentarlas en @ lenguge ordinario del idioma, pero en este caso para no incurrir en
errores, es conveniente gercitar la traduccion de las proposiciones del lengugie técnico d lenguge
ordinario y viceversa. Observe que latraduccion d lengugie ordinario de la proposicion a demostrar

como la delos axiomas y la definicion seriala Siguiente:

Proposicién: Para cada par de nlimerosrealesayb, s a= b entonces a® = b?
A1 Seanx, y, zndmerosreales; si X = y entonces Xz =yz

A,: Sean X, y nimeros reales entonces xy = yx.
D1: Paracadanimero real x se define x.x = x2
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Procedamos ahora con la demostracion de la proposicion:

Hipotesis: ay b son nUmerosreales que satisfacena = b
Tesis: & =b?

Demostracién Justificacion

(cadena de razonamientos)
1 Seanay bnimerosreales que satisfacen Proposicion de partida establecidaen la

a=b (1) hipétesis e identificadapor (1)
2  multiplicando en ambos miembros por a Segplicad axiomaA ; donde las variables
tenemos X, Y, Z han sido sustituidas por a, b, a
aa=ab respectivamente.
3 Ohbien, Se hace uso de ladefinicion D, donde se
a’=ab (1) sustituye x por a, y se coloca&’ en vez de
aa. Seidentificalaproposicion con (1)
4  Por otro lado, multiplicando en ambos Partiendo de nuevo de( | ), se procede
miembrosde (|) por b y operando como en |os pasos anteriores.
obtenemos: La segundaigualdad se obtiene del axioma
A, de conmutatividad de la multiplicacién
ba=bb de nimerosreales, aqui se sustituyex, y
ab=Dbb por b, arespectivamente. Con esto se logra
ab=b% (IIl) poner ab en vez deba.
5 De(l)y(lll)seaobtiene Aqui se utiliza el principio de sustitucion y
se obtiene laconclusion.
& =ab=b?
de donde se concluye que
a=b!

6.2 Proposiciones de Existencia. Contraejemplo

En los gemplos anteriores hemos redizado demostraciones de funciones proposicionades
cuantificadas universalmente, esto es proposiciones dd tipo:

¢ xT U)(p()
¢ xyT U)p(x, )
(" xy.21 U)(p(x, . 2), etc.
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En esta seccion nos ocuparemos de la demostracion de las funciones proposicionales
cuantificadas exigencidmente, es decir del tipo:

($xT U)pK)
Exyl U)py)
$xy,zl U)px, Yy, 2), €c.

L as proposiciones existenciales sonde gran importancia en lamateméatica. En muchas teorias
suelen gparecer |os llamados teoremas de existencia.

Como la veracidad de una proposicion existencid queda establecida cuando la extensidn de
la funcion proposiciona es un conjunto no vacio. La demostracion de estas proposiciones bastara
con exhibir o congtruir un elemento del conjunto universo que satisfaga la funcion proposiciond :
Ejemplo 34:

Demostrar que entre dos nimer os racional es existe otro nimero racional

Observe que laproposicion a demaostrar puede s mbolizarse técnicamente como

(" abl Q@rl Q) (a<r<b)

donde Q representa @ conjunto de los nimeros raciondes esto es, € conjunto de todas las
fracciones /b donde ay b son nimerosenterosconb® 0.

La demostracion onsistira por |o tanto en suponer dadas dos nimeros raciondesay b, y
congtruir un nimero raciond r que satifsagaa<r<b:

Demostracion Justificacion
1 Seanay bnumerosracionalestalesquea< Por laproposicion de partidadadaen la
b. hipétesis. Tenga presente la siguiente
definicion :

Se define larelacion “<” en mateméticade
lamanerasiguiente:
x<yU y -x esun ndmero positivo

2 sea Existe un axioma de los nimeros racionales
que establece que la suma de dos niUmeros
r=(a+h)2 racionales es un nimero racional y €l
cociente de dos nimeros racionales es
entoncesr es un nimero racional también un nimero racional.

3  Bastacomprobar que este nimero satisface  Por ladefinicionde“x <y” y el teorema
a<r <h. Paraello averiguamoslos signo de gue establece que el cociente de dos
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(r-a)y nlmeros positivos es positivo.
(b-1):

(r-a)=(b-a)/2

como a< b entonces0 < b-aconlo cual

O0<(b-a)/2=(r-a
deducimos que

a<r (I)

4  delamismamaneraencontramos que Repetimos | os pasos anteriores para (b - r).
0<(b-a)=(b-1)
de donde se deduce que
r<b (Il
5 de(1)y(Il')tenemosfinalmente que: Lo establecidoen (1) y (11), estoes,
a<ryr < b seescribe cominmente como a
a<r<b <r <b. Con esto setienelaconclusion.

Cuando queremos demostrar que una proposicion universal es falsa bastara
con demostrar que su negacion es verdadera. Este argumento se basa en la
siguiente tautologia o regla deinferencia :

~[( xT U)(pe))]1° @ xT U)(~p(x))
Es decir, la demostracion de que la proposicion (" x T U)( p(x) ) es falsa consiste en
demostrar |a veracidad de la proposicion existencid ($ x T U)(~p(x)). Esta demostracion se basa
en exhibir un demento % dd universo U que establezca que p(xo) es faso. Con esto estamos

indicando que la extensén de la funcidn proposiciond p no estodo d universo U. El demento % es
llamado contrag emplo. Por ello se dice que basta un contragjemplo para refutar la proposicion ("

xT U)(p(X)).
Ejemplo 34:
Demostrar que la proposicionsiguiente es fasa
Para cada entero positivo n se cumple que n® - 8 = 7n(n - 2)

Observe que esta proposicidn en simbolos se escribe:
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" nT N)(n*-8=7n(n-2)
A fin de encontrar un contragiemplo sugtituimos € vaor de n por 1os primeros enteros positivos:
Escietas n=1, pues: 1°- 8=7.1(1-2) =-7
Escietas n=2,pues: 2 -8=7.2(2-2)=0
Noesciertas n=3,yaque3-8=191 7.3(3-2)=21

Hemos encontrado un contragiemplo. Podemos refutar la proposicidn, ya que dla asegura
gue es vdida para todo entero positivo y existe un entero postivo (n = 3) que no lasatisface |

Método de Demostracion Indirecta

En dgunas ocadones, es mas conveniente demostrar una proposicion condiciond
equivalente ala que se desea demostrar.

Para cierto caso, significa que vamos a partir de la negacion de la conclusion ¢
y por medio de argumentos validos, llegaremos a la negacién dela hipotesish.

Lo anterior quedainterpretado con latautologia familiar:
) (h® )° [(~0)® (~h)]
Aqui podemos observar que S demostramos por & método directo € condiciond (~c) ®

(~h), habremos demostrado @ condiciond origind (h ® c¢), dado que ambos son l6gicamente
equivaentes.

Eda es una variante del méodo de demostracion indirecta, existen otras tautologias
importantes de |as cuaes presentamos a continuacion agunas de dlas:

i) (h® ©)° [(hU~0)® (~h)]
i(h® ¢)° [(hU(~e)® d

V) (h® ¢)° [(hU(=c)® (rU(-n)]
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En cualesquiera de estos tres casos podemos iniciar nuestra demostracion partiendo de la
hipdtesis y la negacion de la condusion, o sea, (h U(~ ©)), que en redlidad congtituye la negacion de
(h® c), lacud transformada vaidamente, nos conduce a una contradiccion (vaor de verdad faso),
gue puede ser:

i) conlanegacion delahipotess,
i) conlaconclusion, o

i) con ago diferente de la hipdtessy laconclusén.

Este dltimo caso sgnifica encontrar una contradiccion con un hecho conocido o aceptado
previamente.

Resumiendo:
En cualesquiera de los cuatro casos presentados, se lleva a cabo la
deduccién no demostrando €l condicional original, sino otro equivalente al mismo

(o sea en formaindirecta).

El caso i) es conocido como método contrarreciproco y los casos ii), i) y iv) como
métodos por reduccién al absurdo.

Ejemplo 35:

Demostrar que s € cuadrado de un nimero es par, € entero considerado es
par.

Utilicemos & método contrarreciproco. Para ello, escribamos la proposicion contrarreciproca:

S un ndimero no es par (es impar), entonces €l cuadrado del nimero entero
no es par (esimpar).

Simbolizando la proposicion dada y teniendo en cuente que € universo es € conjunto de los
nUmeros enteros, e tiene:

h: & esun nlmero entero par.

C: aes un nlmero entero par.
~h: & esun nimero entero impar.
~C: a€es un nimero entero impar.
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Queremos entonces probar (~¢ ® ~h), (que eslacontrarreciprocadeh ® c).
Laproposicion ademostrar es, en simbolos.

(" al N)(aimpar ® a’impar)

Demostracion Justificacion
1  Seaaunndmero entero impar, Hipodtesis.
2  entonces existe un entero n tal que Definicion de nimero entero impar.
a=2n+1.

3  Elevando a cuadrado ambos miembrosde  Propiedad multiplicativade laigual dad.
estaigualdad setiene:

a® =(2n+1)>?
4  desarrollando el segundo miembro : Operaciones efectuadas ( el cuadrado del
binomio).
d=4n’+4n+1
5  Factorizando por 2 |os dos primeros Propiedades asociativas y distributivas
sumandos del segundo miembro : (factor comun).
a? =20 +2n) + 1.
6 sam= 2n?+2n; entoncesmi Z Propiedad de clausura parasumay

producto de enteros.

7 por lo tanto 4=2m+1L m 1 Z esun Conladefinicién denimero enteroimpar se
ndmero entero impar | obtiene la conclusion

Puesto que se ha demostrado la proposicion contrarreciproca, queda demostrada la validez
de laproposicion condiciond origind por ser dlas |6gicamente equivaentes.

Ejemplo 36 :
Demostrar que € cero no tiene inverso multiplicativo.

Utilicemos la variante sefidada por iv) . La demostracion consistira en suponer de partida
que O tiene inverso multiplicativo.
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Demostracion Justificacion

1  Supongamos que el O tiene un inverso Se supone de partidalo contrario alo que
multiplicativo. Llamémoslo a, se quiere demostrar.

2 entoncesal0=1. (I) El producto de un nimero y su reciproco es

1

3 Porotroladoa0=0 (II) Propiedad multiplicativa del cero.

4 De(l)y(Il) tenemosqueO0 =1, contrarioa0 Contradice unhecho conocido.
11

5  Portanto el cero no tieneinverso Conclusion del método de demostracion
multiplicativo.) indirecta.

Método de Demostracion por el Principio de Induccion

Para demostrar una proposicion dd tipo (" n 3 ng )( p(n) ) donde n es un nUmero
natural, se utilizad método de induccion. Sabemos que para probar la veracidad la proposicion
(" n3 ny)( p(n) ), debemos demosgtrar que la extensdén E ={ n 3 ny: p(n)} de la funcion
proposiciona p coincide con € conjunto{ n:n3 rp }. La demostracion se rediza en dos pasos :

i) Se verifica en primer término que la proposicion p(no) es verdadera. Es decir
p(n) se satisface para e primer elemento .

i) Se supone que para n =k, p(k) es verdadera (hipétesis inductiva) y en base a
esto se demuestralavalidez dela implicacion p(k )b p (k +1).

Observe que en € paso i) dga establecido que la extensidn contiene d menos un eemento,
en este caso ny. Por i) tenemos que s € demento k esta en la extens6n entonces & demento k + 1
también esta en la extension. Por |o tanto, como ny estaen E entoncesny + 1 estdenE, peros np +
1 estaen E entonces np + 2 etd en E. Delamismamaneras np + 2 estaen E, ny + 3 estatambién
en E y as sucesvamente. En conclusén en E estén todos los nimeros enteros n 3 ny. Esto
demuestra que

E={n:n3n}.

Por lo tanto la proposicion p(n) se satisface paratodo n 3 ny. En otras paabraslaproposicion (" n
3 np)( p(n) ) esverdadera.

Ejemplo 37:

Demosdtrar que para cadaenteron 3 1 esvdidalaférmula
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1+2+3+..+n=n(n+1)/2
Antes de comenzar la demostracion téngase presente que
p(n):1+2+3+..+n=n(n+1)/2
El primer miembro de laidentidad a probar contiene n sumandos :
1,2,3,4,..,n1n
los primeros n imeros naturalesy 1 + 2 + 3 + ...+ n es la manera de expresar la suma de estos n
sumandos. Por lo tanto, S n = 1 tendremos un sdlo sumando: d 1. S n = 2 tendremos 2 sumandos:

e 1y 2 S n=3lossumandos 1, 2y 3y asi sucesvamente.

El segundo miembro de laidentidad esta conformado por la expresion agebraica: n(n +1)/2,
gue toma distintos valores cuando ntomalosvaores 1, 2, 3, 4, etc.

Esquematizaremos la demostracion en unatabla como sigue :

Demostracién

Justificacion

Sea
E={n:1+2 +..+n=n(n+1)/2}

i) Esclaroque1i E pues,

1=1(1+1)2

E eslaextension de lafuncion
proposicional p.

Laformulase verificaparan = 1, esto es,
p(1) esverdadera.

ii)Supongamos que paran = k laformula se
satisface, esto es,

1+2+3+..+k=k(k+1)/2

Demostremos asumiendo la hipétesis
inductiva, queparan=k + 1

1+2+3+..+(k+1)=(k+21(k+2)/2

Hipotesis inductiva.

Tesisinductiva. Observe que éstaesla
identidad que vamos a probar.

En efecto, tomando €l primer miembro dela
hipétesisinductivay desarrollando
tenemos:

1+2+3+..+(kk+1)=
1+2+3+..+k+(k+1)=

1+2+3+..+k)+ (k+1)=

Haciendo uso de la hipétesis inductiva,
hemos sustituido a suma de los primeros k
ndmeros naturales que aparecen entre
paréntesis

1+2+3+..+k),

por la expresion equivalente




k(k + 1)/2+ (k+1) =

(K* + 3k + 2)/2 = (k+1) (k + 2) /2

k(k + 1)/2

Esta expresion se obtiene desarrollando y
factorizando.

Por lo tanto,
1+2+3+..+(kk+1)=(k+1)(k+2)2

Se concluye latesis.. Se ha demostrado que
E=N

Ejemplo 38:

Demostrar que laformular® + 2n genera para cadaenteron 3 1 miltiplosde 3.

Demostracion

Justificacion

Es claro que si n = 1, la férmula nos da el
nimero T + 2.1 = 3, & cual es mdltiplo de
tres.

Supongamos que paran =Kk,
k® + 2k es un maltiplo de tres.

Laférmulase verificaparan =1, esto es,
p(1) esverdadera.

Hipétesisinductiva.

Demostremos asumiendo la hipotesis
inductiva, que paran=k + 1,

(k + 1)® + 2(k + 1) es un miltiplo de tres.

En efecto,

(k+1P>+2(k+1)=

K +3+5k+3=

(K +2K) + 30 + Kk + 1)

Esta Gltima expresion representa la suma de
dos muiltiplos de tres. El primero (k* + 2k) es
un multiplo de tres por hipétesisinductiva
y el segundo 3(k* + k + 1) estambién un
mUltiplo de tres por tener atres como
factor. Dado que la suma de dos multiplos
detres, esun multiplo detres, se concluye
latesisinductiva, o que demuestra que la
proposicion es verdadera. |

Tesisinductiva

Desarrollando y reagrupando términos
convenientemente.
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PROBLEMAS Y EJERCICIOS

Tautologias, Contradiccionesy Falacias

a) ¢Cudndo decimos que una proposicion compuesta es una tautologia?. llustre con un
gemplo.

b) ¢Cuando decimos que una proposicion compuesta es una contradiccion?. llustre con un
giemplo.

¢) ¢Cudndo decimos que una proposicion compuesta es una faacia?. Ilustre con un gemplo

d) ¢Queé son proposiciones |6gicamente equivaentes?. llustre con un gemplo.

€) ¢Cuéndo se dice que un argumento es vaido?. llustre con un gemplo.

M éodos de Demostracion.

a) ¢Qué esunapremisa?.
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b) ¢Qué es unaconclusion?.

€) ¢Qué esunahipdbtesis?.

d) ¢Quéesunatesis?.

€) ¢Queé es unademostracion?.

f) ¢Qué significarefutar una proposicion?.

g ¢Enquécongste € método de demostracion directa?.

h) ¢En qué consiste d método de demostracidn indirecta?.

i) Indique algunas variantes de método de demostracidn indirecta y explique cada una de elas.

j) Enqué consiste la demostracién por € método de induccion.
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Verifigue que las Siguientes proposiciones son taltologias:

a (( U« o)® (~p).

b) (~-p)U(pUQq))® q.

Empleando tablas de verdad, demuestre la equivalencia logica en cada
Caso:

8 ~(p® g)° pU (~q).

b) p® q° pU-Q) ® ~p.

) p® q° pU-Q® q

d) p® q° pU~g® ruU-r.

e) ~(pUq)° ((~p) U (~0)). (Ley de De Morgan para la negacion de una conjuncion)

f) ~pU g ° ((~p) U (~0)). (Ley de De Morgan paranegar una disyuncion)

Simbolice en cada caso € argumento dado y establezca s la conclusion es
o nhovdida

a) S llueve entoncesiréd cine. Llueve; luego, iréd cine.
b) S llueve, entoncesiréd cine. No llueve; luego, noiréd cine.
¢) S mecago delahicicleta, melastimaré. Estoy lastimado; luego, me cai de labicideta

d) S voy de compras, adquiriré un disco. S compro un disco, entonces adquiriré dos peliculas.
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€) S voy aMiami, vigaré en avidn. No estoy vigiando en avion, por tanto, no estoy yendo aMiami.

f) S hoy es martes, mafiana es miércoles. Mafiana no es miércoles; luego, hoy no es martes.

m Demodtrar que las siguientes proposi ciones son fasas con la ayuda de un contragjemplo:
a) Paratodo nimero natural n, se verificaque rf + n + 41 es un ndmero primo.
b) Paratodox 1 R severifica (¢ + 1)/x? < 150.
¢) Paratodo nlimero natura n, se verificaque ré + 1 espar.
d) Paratodo nimero red x severificax > U/x.
€) Cudquier par de niUmerosredesay b verificaque 1/a> 1/b.
f) & +b’=(a+b)>

g) Todoslos ndmeros primos son impares.

h) Cudquier par de nimeros redes positivosay b sﬂisfacerl

i) Toda ecuacion cuadrética tiene dos soluciones.

Demuestre los siguientes teoremas usando € método de demostracion directa:

d La suma de dos nimeros enteros pares es un nUmero entero par (sugerencia: use la
definicion de nimero par).

b) El producto de un nimero entero par por otro entero par s un entero par (sugerencia: use la
definicion de nimero entero par y nimero entero impar).

0) ExigexT R td quex’-3x+2=0.

d) S a by c son nimeros enteros positivos, tales que adivide ab y b divide ac entonces adivide a
c (sugerencia x divide ay sgnifica que existe un entero k ta quey =k x).
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e S ay b son nimeros redestaes que 0 < a< b entonces & < b? (sugerencia: establezcad signo
deb?-a’=(b+a)(b-ayuseladdinicion delardacion “<”).
f) Exigennimerosprimosay b taesquea+ b= 100.

g) Existen ecuaciones polindmicas con tres soluciones digtintas.
h) S a by cson nimerosredestaesque0< cy a< b entoncesac < bc.

Demuestre los siguientes teoremas usando € méodo de demostracion
indirecta en su variante contrarreciproca:

a) Paracadaentero ase verificaque s & esimpar entonces aesimpar (Sugerencia suponga cue a
es par y use ladefinicion de nimero par).

b) S ry r"son rectas cortadas por una secante sy |os angulos dterno-internos que forman estas dos
rectas con s son iguaes entonces r y ' son pardeas(sugerencia suponga que r y r no son
pardelas entonces r , 'y s conforman un tridngulo. Deduzca de aqui que los angulos dterno-
internos no son iguaes).

C) Seenuy Vv nUmeros enteros tales que uv esimpar entonces u'y v son impares (sugerencia: por la
equivaencia establecida en € gercicio 4 €) la negacion de la conjuncion: u 'y v son pares es
equivdente a la disyuncién u esimpar o v es impar. Edta disyuncion sgnifica que exigten tres
Casos. U impar con v impar, U impar con v par y u par con v impar. Redlice una demostracion
contemplando cada caso).

E Demuestre las dguientes proposciones utilizando € méodo de
demostracion por reduccion a absurdo:

a) Paracadax>0 setienequel:|.

b) Seanx, y nUmerosredestdesquex ! Oey?! O, entoncesx.y t O.

C) I:I €sun numero irraciond.

Para demostrar que una proposicion del tipop U g, primero sedemuestrap b qy
despuésqb p. Utilice esto para demostrar |as siguientes proposiciones:
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a) uy Vv sonraicesdelaecuacion X + ax +b=0s ysdlos,u+v=-ayw=>b

b) Sean a by c nUmerosredes, entoncesa<bsysdlosa+c<b+c

Para demosirar una proposicion dd tipop b (q U r) se demuestra la proposicion p U (~q)
Pr.

a)Egtablezca la equivalencia de estas proposiciones.
b) Utilice d argumento mencionado para demogtrar la Siguiente proposicion: S ay b son nimeros
redesy ab = 0, entoncesa=006 b = 0 (sugerencia tomecomop: ab=0,qa=0yr:. b=0.

Redlice la demostracion suponiendo que a es diferente de cero y divida por acada miembro de la
igualdad &b = 0, se concluirab = 0).

Para demostrar una proposicion de tipo (p U r) b g, se demuestraprimero pp gy luegor
P . Estemétodo de demostracion por casos.

a) Edablezcalaequivaencia entre estas proposiciones.

b) Demuestre que s x esun nimero red, entonces| | (sugerendia: utilice

lagguiente definicion

Para demostrar una proposicion dd tipo (p U q) P r, se demuestra la proposicion
equivalente (p U (=) P (~Q).

a) Egablezcala equivaencialdgica entre estas proposiCiones.
b) Demuestre que S u €s un nimero raciond y v €s un nimero irraciona, entonces u + v es un

ndmero irraciond (sugerencia: supongaque u + v es un nimero raciond y cadcule la diferencia (u

+V) - vy establezca que este nimero es raciond argumentando que la diferencia de nimeros
racionaes es un nimero raciond).

Sistema Axiomatico dela Selva

Conddere;
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L os términos primitivos. ledn, manada.

La definicion: un cubil es un conjunto formado por unamanaday por un ledn que no pertenece ala
manada.

L os axiomas:

A;: existen por [0 menos dos leones.

A,: 91 y b son leones diferentes, existe una Unica manada que |os contiene.

A : dada cuaquier manada, hay por [o menos un ledn fuerade dla.

a) En este sgemaaxiomético demuestre |os siguientes teoremas:

T1: hay por lo menos tres leones diferentes.

T, hay por |0 menos tres manadas diferentes.

T3 : dos manadas diferentes tienen alo sumo un ledn en comun.
T, exigen por [o menostres cubiles diferentes.

b) Discutir 9, en ese Sstema axiomdico, cada una de las sguientes afirmaciones es 0 no un
teorema
i) € ledn que no pertenece alamanadaesd jefe dd cubil.
ii) e rey delasdvaesunico.
i) un cubil tiene exactamente tres dementos.
iv) todos los cubiles no tienen e ementos en comun.

La siguiente argumentacion contiene una falacia Explique donde se
encuentra e error y cud es.

L Demostracion Justificacion

(_:OTCIUS'OH' i2 [ X=y Suposicion inicial.

=1 2 X =xy Multiplicando ambos miembros por Xx.
3 X - y?=xy- y° Restando y? en ambos miembros.
4 X+Y)X-y)=y(x-Yy) Factorizando.

5 X+y=y Dividiendo cadamiembro por x - y

6 2y=y Yaquex =y (suposicioninicial).

Usando o 7 2=1 Dividiendo entreyy.

principio de
induccidn, demostrar cada una de las siguientes propiedades para los vaores naturaes de n que se
indican en cadagercicio:

2 _ n(n+1)(2n+1)

a 1°+2%+3%+....+n ‘n3 1.

b) 1+3+5+ .. +(2n-1)=rf;n3 1.



n(n+1)(n+2). 5 4

C) 1.2+2.3+..+n(n-1)= 3
d) N +2n esmultiplode3;n3 1.

2) n(r12- 1) esmultiplo de 24; nimpar mayor que 1.
f) 10"+ 3.4™? + 5esdivisblepor 9; ns 1

0 n<3n-2;n3 2.

h) (4"- 1)/3esunentero,n 3 1.

) (5"- 1)/4esunentero,n 3 1.

Demostrar aplicando € principio de induccion que:

d Lasumade las medidas delos angulosinternos de un poligono convexo de n ladoses (n2)p.

b) El nimero de diagonaes de un poligono convexo de n lados es n(rn+3)/2.
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ELEMENTOS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS
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Cantor pertenece a la élite de los que hacen
virar noventa grados el rumbo de la ciencia con el
impacto de una sola idea. Newton lo hizo con la
gravedad. Einstein con la relatividad; Cantor lo hizo
con la de conjunto.

JOAQUIN NAVARRO

Nadie podra arrojarnos del paraiso que Cantor
ha creado para nosotros

DAVID HILBERT

7-1I Concepto de Conjunto. Relacion de Pertenencia

A lo largo de este materid hemos mencionado algunos eementos de la teoria de conjuntos.
Haremos aqui de un breve repaso de la teoria de conjuntos.

La teoria de conjuntos es la rama de la matemética a la que & deman Georg Cantor dio su
primer tratamiento forma en @ sglo IX. El concepto de conjunto es uno de los més fundamentaes

en matemética. Es unaidea primitivay, por tanto, no se puede definir.

Un conjunto es una agrupacion, clase o coleccion de objetos denominados
elementos dd conjunto.

Ejemplo 39 :
Son conjuntos :

a) El grupo delos aumnos inscritos en este curso.
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b) Los nimeros naturaes.
c) Los puntos de un circulo.
d) El grupo las personas que integran un conjunto deportivo.
€) Losanimaes que actlian en un circo.
f) Lasraicesdelaecuacion X -1=0.
Los conjuntos los designaremos con letras maydsculas: A, B, C, ... ; y los dementos ddl
conjunto con letras mindsculas. a, b, C, ...
Con lanotacion
A={m,n,o,..,s
indicaremos que € conjunto A estaintegrado por loseementosm, n, o, ..., S.
S d demento a pertenece a conjunto A, escribiremos.
al A
y leeremos“aes un emento de A” 6 “aperteneceaA”. Si b no pertenece aA, se ecribira
bl A.
Por gemplo: 9 @ conjunto A esta congtituido por los nimeros 1, 3, 4, 7 ; ecribiremos:
A={1,347; 31 A; 81 A.

Exigden dos maneras de definir o determinar un conjunto: por extension y por
comprension.

Diremos que un conjunto esta determinado por extension, cuando se ha
enunciado cada uno de los eementos del conjunto.

Ejemplo 40:
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a) El conjunto D de los digitos podemos representarlo por extenson usando la notacion D =
{0,1,2,34,56,7,809}.

b) El conjunto de los maltiplos de tres entre 1 'y 10 podemos representarlo como A ={ 3, 6,
9}.

Diremos que un conjunto estq dfinido por comprensién cuando se enuncia
una propiedad o atributo que es comun exclusvamente a los elementos del
conjunto. Es decir, mediante una funcién proposicional que los describa.

En este caso es indigpensable nombrar un conjunto donde se extraen los eementos que

forman d nuevo conjunto. Como ya sabemos es € conjunto universo U de definicion de la funcion
proposiciond. De este modo un conjunto representado por extension lo denotaremas por :

A={xT U:pXx)}
Ejemplo 41 :

a) S U esd conjunto de las letras del abecedario, € conjunto de las vocaes lo representamos
por extensén comoV ={ x T U : x esunavocd }.

b) S U es d conjunto de los nimeros redes, € conjunto de A = { -1, 0, 1 } podemos
expresarlo por extensoncomo A ={ x1 U:»¥-x=0}.

€) S U esd conjunto de los nimeros enteras, € conjunto de los multiplos de 5 |o representamos
por A={x1 U:exisek enterota quex = 5k}.

Para representar algunos conjuntos universaes (conjuntos numericos de trabgo) se usan
agures letras determinadas :

*

N Los nimeros naturales{ 1, 2, 3, 4, ...}

N: Losnimerosnaurdescond cero{ 0,1, 2,3, ...}
Z: Losnimerosenteros{ 0,+ 1, +2,+3, ...}

Q: Losnimerosraciondes{ p/q:p, gl Z;q* 0}
R:  Losnumerosreales

R*:  LosnUmeros redes postivos

R™:  Losnumeros redes negativos

C:  Losndmeroscomplegos

Conviene tener presente ad conjunto que no tiene dementos, & conjunto vacio que lo
representaremos por laletra griega 4.
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Ejemplo 42:
a) Elconjunito A ={ xT R : X+ 1} esvacio, laecuacion x* + 1 =0 no tiene raices redles.

b) El conjunto A ={ x T N :x+1=0} esvacio, yaquelaraiz de laecuacion es € nimero
negativo - 1.

Con € objeto visudizar las idess rativas a conjuntos y las digtintas relaciones que pueden
surgir entre ellos, es aconsgjable usar como estrategia de representacion |os conocidos diagramas de
Venn. En estos diagramas es habitua representar d conjunto universal U por un rectangulo y los
demés conjuntos por circulos o eipses'y por zona sombreadas |las relaciones que aduden a nuevos
conjuntos.

Ejemplo 43:
En lasiguiente figura esta representado € conjunto universa
U={0,123456,7,89}

y los conjuntos

A={1357,B={235289yC={04}

GYLD -

6=

Subconjuntos. Conjuntos Iguales

Diremos que € conjunto A esta incluido o contenido en € conjunto B, s
todo elemento de A perteneceaB.
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Diremas también que A es subconjunto de B y escribiremos:
Al B o AEB
Ensimbolos Al BU ("x)(x1 Ap xI B)
Si A no es subconjunto de B escribiremos :
AEB

En términos gréficos :

Ejemplo 44 :
a)SA={aei,o,utyB={ab,ceio0u,p}; € conjunto A etaincluido o contenido
en e conjunto B, dado que todo elemento de A estambién eemento de B. Sin embargo B
no es subconjunto de A dado b es demento de B pero no es eemento de A.

b) El conjunto A de todos los enteros mdiltiplos de 4 es subconjunto del conjunto B de todos
|os nUmeros pares.

El conjunto vacio 4 es subconjunto de todos los conjuntos

En efecto, S A es un subconjunto cualquierade U y tenemos presente que sSemprex | 4 ; la
implicacion

xT £pb x1 A,
serd sempre verdadera. Luego por definicion £ 1 A.
Diremos que dos conjuntos A y B son iguales, s todo elemento de A es
elemento de B y reciprocamente, todo elemento de B eselemento de A.
Ensmboos A=BU ("x)(x1T AU x1 B)

Ejemplo 45:
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a) Sean A = {X: X entero positivo menor que 8} y B ={1, 2,3, 4,5, 6, 7}, en este caso
tenemosque A I B (1) ya que todo entero positivo menor que 8 esté en B. Por otro lado,
todos los elementos de B satisfacen la condicion que define a A, por lotanto B 1 A (2).
De(1)y (2) s=concluyequeA =B.

b) S A ={x: x eslaraiz de la ecuacion ¥ - 5X + 6= 0} yB ={2, 3} tenemosque A =B
dado que, tanto 2 como 3 satisfacen la ecuacion, es decir B 1 A. Por otro lado, como la
€ecuacion es cuadrética alo més puede tener dos raices reales que necesariamente son 2 y
3, esto estableceque A 1 B.

La relacion de inclusion y la relacion de igualdad entre conjuntos satisfacen las
siguientespropiedades :

a A=A (Reflexiva)
b) A=Bb B=A (Simétrica)

c) A=ByB=Cpb A=B (Trangtiva)

d Al A (Reflexiva)
e) Al ByBl Ab A=B (Antismétrica)

fy Al ByBi Cb Al C (Transitiva)

g) Si A esunconjuntodeU entonces £1 Al U

Operaciones con Conjuntos

S A y B son dos subconjuntos cualesquiera de un conjunto universal U,
[lamaremos interseccion de A y B al conjunto de todos los elementos que
pertenecen smultaneamentea A 'y aB.

Lainterseccion de A y B larepresentaremos con la notacion

AC B,
que se leerd“A interseccion B”.

Ensmbolos:AC B={xT U:xT A U x1 B}
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En términos gréficos :
La parte sombreada representa

los dementos comunesaA 'y aB,
estoes, ACB

Dos conjuntos A y B sellaman diguntos cuando su inter seccion es vacia

Ejemplo 46 :

S U={123,46,8,10, 14, 16, 26},
A={2,4,6}, B={4,6,8,10} y
C={10, 14, 16, 26} entonces,

ACB={4,6},,BCC={10}
yA C C = A (diguntos)

S A y B son dos subconjuntos cualesquiera de un conjunto universal U, se
[lama unién de A y B al conjunto de elementos de U que pertenecenaA,aB 6 a
ambos.

Lo representaremos con la notacion
AE B,
y leeremos“A union B”.

Ensimbolos: AE B={x1 U:xT A U x1 B}
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En términos gréficos :

L a parte sombreada representa
e conjunto A E B, conformado
por loseementosde A, deB y
los comunes a ambos.

Ejemplo 47:
S A, By C sonlos conjuntos del gemplo anterior, entonces
AEB={24,6,810 y AE C={2 4,6,10, 14, 16, 26}.

Si A 'y B son dos conjuntos cualesquiera, Ilamaremos diferencia de dichos
conjuntos, al conjunto cuyos elementos pertenecen a A pero no pertenecen a B.

Lo representaremos con la notacion
A-B
y leeremos“A menos B”.

Ensimbolos : A- B={x1 U:xT A U xI B}

En términos gréficos : 1]
La zona sombreada representa
El conjunto A - B conformado
por los eementos de A que no R
estan en B. A
Ejemplo 48:

SA={1,23456}yB={2 4,8 9 entonces, A - B={1, 3,5, 6}
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S A es un subconjunto de un conjunto universal U, llamaremaos complemento
de A al conjunto delos elementos de U que no pertenecen a A.

Lo representaremos con la notacion
A
y lo leeremos “complemento de A con respecto aU”.

Ensmbolos: A'={xT U:x1 A}

En términos gréficos:

La zona sombreada representa los elementos de U
queno A
pertenecen d conjunto A

Ejemplo 49 :

a S A={4,7,89 vy U={012345,6,7,8,9}, entonces
A'={0,1,2, 35,6}

b) S U esd conjunto de los nimeros enterosy A € conjunto de [os nimeros pares,
entonces A esd conjunto de los niUmeros impares.

c) S U es d conjunto de los nimeros redes y A d conjunto de los nimeros
racionaes, entonces A" ese conjunto de los nimerosirracionaes.

L as operaciones entre conjuntos que hemos definido satisfacen las sguientes propiedades :

Propiedadesdelainterseccion :

a ACB=ACB (Conmutativa)
b) ACB)CC=ACBCC) (Asocidtiva)

c) XI AyXi BU XI ACB

d Al BU ACB=A (Conformidad)

e ECA=/A



) ACA=A (Idempotencia)
g9 AGU=A

Propiedadesdela union:

a AEB=BEA (Conmutativa)
b) AEB)EC=AE (BE Q) (Asociativa)

c) XI AyX1 BU AE BI X

d Al BU AE B=B (Conformidad)
e £E A=A

) AE A=A (Idempotencia)
g AE U=U

h AE B=UU A=B=U

Propiedadesdelainterseccion y launion:

a) AC(BEC)=(ACB)E(ACC) (Distributiva de lainterseccion
respecto ala unidn)

b) AE(BCC)=(AEB)C(AEC) (Ditributiva de la unién respecto
alainterseccion)

c) AC(AEB)=A (Absorcion)

d AE(ACB)=A (Absorcidn)

Propiedades dela complementacion :

a ACA=A& AEA=U

b) £=U U=/

c) (A)=A (Involucion)

d Al BU BT A’

e ACB=AEB (AEB)Y=A"CB" (LeyesdeDeMorgan)

Propiedades dela diferencia:

) A-B=ACB
b) A-A=/

93
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Q) A-E=A
d £-A=£
e U-A=A
fl A-U=£&

9 (A-BY=A"EB
h) A-(BEC)=(A-B)C (A-B) (LeydeDeMorgan)
) A-BCC=(A-BYE(A-C) (LeydeDeMorgan)
j) A-B=B - A’
k) (A-B)-C=A-(BEC)
) A-B-C)=(A-B)E(ACC)
mA-A-B)=ACB
nN AEB-C=(AEB)-(C-A)
00 ACB-C)=(ACB)-(ACC) (Didributivade lainterseccion respecto
aladiferencia)
p) Al BU A-B=£&
En & proximo gemplo probaremos algunas de estas propiedades:
Ejemplo 50 :
Demodtrar las Sguientes identidedes :
a X1 AyXli BU XI ACB
b) Al BU AE B=A
c Al BU BT A

d) (A-B)-C=A-(BEC)
a) Demostracion deX 1 Ay Xl BU XI ACB

Directo:
Comenzaremos demostrandoque: X1 Ay X1 Bb X1 ACB
Seax1 X, dadoqueX | AyXI B tenemosque

xT Xpb xT AyxT Xbp
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Ahoras xT Ay x| Btenemosquex1 ACB

Luego,
X1 ACB

Reciproco:
Probaremosahoraque: X1 ACBP XIi AyXIi B
En efecto,
S tomamos tenemos
xIT Xp xT ACBP x1T Ayxl B
Luego:

XI Ay X1 B!

b) DemostraciondeAl BU AE B=B

Directo :

Probaremos: Al Bb AE B=B
Tomemosx 1 (A E B), entoncesxT (AEB) b xT A o xI B
Perocomo A1 B, tendremossemprequex I B. Esdecir, AE Bl B (l)
Reciprocamente, todo

xT Bp xI AEB
yporlotanto, B AE B (Il)
Luego, de (1) y (I1) por definicidn de igualdad de conjuntos tenemos:

AEB=B
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lo que establece que :
Al Bbp AE B=B
Reciproco:
Seprobaraahoraquee AE B =B b Al B
Tomemosx 1 A entonces,
xI Ap xT AEB P x1 B
Luego,
Al B |
¢) DemostraciondeAl BU BT A’
Directo:
Comenzaremos probando: A1 BpP BT A’
Enefecto, S x1 B’ tenemos:
xI Bp xI B,
como Al B, deducimos
xI Bp xI Ap xI A

L uego,
Bl A

Reciproco:
Probaremos:B1 A"’ Al B

Seax 1 A, entonces
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xI Apb xI A
ComoB I A
xI A’p xI B'bp xI B

Luego tenemos,

d) Demostracién de(A -B)-C=A-(BE C):
Directo:
Probaremos primeramenteque (A -B) -C1 A-(BE O):
Seax1 [(A-B)- C] entonces,
x1 [(A-B)-C] P x1 A-Byxi Cb (xT AyxT B)yxI Cp
x1 AyxT BECP x1 [A-(BE Q)]
Reciproco:
Probaremos ahoraque A-(BE C)I (A-B)-C:
todoxT[A-(BE C)b xT Ayxl BECP xI AyxT Byxl C)b

(xT AyxT ByyxT Cb x1 (A-Byyxl Cb xI1 [(A-B)-C] !

[ .41 Pares Ordenados. Producto Cartesiano de Conjuntos
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Se llama par ordenado a un conjunto P = (X, y) de dos elementos
ordenados . A x se le llama primera componente del par. A y se le llama
segunda componente del par. Diremos que dos pares ordenados R = (X1, Y1) Y
P, =(X2,Y2) sonigualessi y sOloSi X3 =X, ey; =VYo.

Esta definicion nos permite deducir que € orden de las componentes en d par es fundamenta,
de ahi su nombre. Asi de este modo, (3,7) 1 (7,3).

Dados dos conjuntos A y B, se llama producto cartesiano de A por B al
conjunto de todos los pares (x, y) cuya primera componente pertenecea Ay la
segunda aB.

El producto de los conjuntos A y B o denotaremos por :

A" B.
y leeremos“A por B”.

Ensimbolos: A" B={(x,y): xT AUyl B}
Ejemplo 51
a SA={1,2 y B={xy, 2, entonces
AB={(Lx 1Ly, (12,2x),2y.@22}y
BA={(x.1),(x2),(1).(,2.z1z2}
En este caso cabe observar que A’ B esdiferentede B A.

b) SA={ab}, entoncesA”A={(a a) (ab),(ba)(bb)}
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Para representar gréficamente A" B se procede de la

dguiente manera:
AB g
1) Se representan |os conjuntos A y B cada uno sobre unalinea
recta. Estas rectas se dibujan de modo que sean perpendiculares,

una horizontal donde se ha representado € conjunto A y la otra
vertica donde esta representado € conjunto B. de esta manera
A cada par (X, y) de A" B quedara representado por un punto que se
obtiene por la interseccion de la vertical que pasapor x T Ay la

horizontal que pasapory 1 B.
Ejemplo 52 :
Represente gréficamente @ producto A" B S :
a A={abc}yB={1234}

b) A=A;E A,yB=B,EB,,dondeA;={x1T R:1£x£2},
A,={xT R:4£x£5},B;={x1 R:1£x£2}yB,={x] R:3£x£4}

A E A
4 4
B2
3 3
2
2
|
1 ].
~ -— f—— 2
a b ¢ 4 1 2 3 4 5 A
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PROBLEMAS Y EJERCICIOS

Determine por extens6n y comprension |los siguientes conjuntos:

a) Conjunto de los nimeros enteros positivos pares menores que 18.
b) Conjunto de los divisores de 20.
c) Conjunto de las raices de la ecuacion X - x=0.

d) Conjunto de los restos posibles que se pueden obtener d dividir un nimero entero
por 7.

e) Conjunto de divisores de 18.

2 I Dado d conjunto A = {a, b, ¢}, encuentre todos los subconjuntos
posiblesde A.

3 I Sean A y B subconjuntos arbitrarios diguntos de un conjunto Universal U :
a) ¢Existe dgun demento u que pertenezcaa A, pero no aB?

b) ¢Existe dgun demento de U que pertenezcaa A y aB smultaneamente?

Responda a las sguientes preguntas relativas a conjuntos :

a) ¢Escierto o falso que todo conjunto contiene a menos dos subconjuntos?
b) ¢Qué conjunto contiene como maximo cuatro subconjuntos?

¢) ¢Puede un conjunto contener como maximo cuatro subconjuntos?
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d) ¢Cuantos subconjuntos puede contener un conjunto de tres elementos y cudntos de n
elementos?

€) ¢Puede un conjunto contener un nimero impar de subconjuntos?

Dados los conjuntos X ={1, 2, 3} eY ={1, X, 8}. Indicar 9 son verdaderas o fasas las
sguientes afirmeciones, judificando su respuesta:

a 81 Y.

b) Y ={1 {1, 2, 3}, 8}.

o X1 Y.

d{123 1Y.

e {1,241 Y.

) XT X.

g £l X

h £1 {4,

) Al £

) AT {1,2{A}

m Indique s son iguales 0 no los pares de conjuntos que se indican a continuacion:
a) A={x1 N*:x£5}, B={1,23,4,5
b) A={xT R:X-3*+2x=0}, B={12}

o) A={xT N*:xesmltiplodetresy x £ 24},
B={x1 N*:xesmltiplodesasy x £ 24}.
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Indique S |os Siguientes conjuntos son 0 No Vecios:

a A={x1 N:5x=8}.

b) B={x1 Q:X-3=0}.

c) D={x1 R:¥-4=0}.
SeenU={ab,cdef,ghij},A={cdef},yB={ef, g nhi}.

n Determine los sguientes conjuntos y represéntel os en un diagrama de Venn:

a A CB.

b) A" C B.

c) ACPB.

d) ACB.

e) (AC B).

fy ACU.

g) AE B.

h) A"E B.

i) AEDB.

) AEPB.

k) (AE B)'.

) A-B.

mB-A
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SeeanU={x1 N:x £12}:A={0,1,3,5,7};B={3,5,6,10} ; C={4,5,6, 9,
10} . Determine los Sguientes conjuntos 'y representel os en un diagrama de Venn:

d AC(BCO).

b) AG(B-C).

) AG(B-C).

d AE (BCC).

e (AE B).

H (ACCYE(AC B).
9 (A-B)-C.

h A-(B-C).

i) (ACBY.

Utilizando diagrames de Venn, verifique las identidades siguientes:

) A-B=ACB".

b) (A- By=AEB.

) A-(BEC)=(A-B)C(A-C).
dA-(BCC)=(A-B)E(A-C).

& A-B=B-A".

) AC(BEC)=(ACB)E(ACO).

9 AE (BEC)=(ACB)CACC)

h ACB-C)=(ACB)-(ACC)
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Para cada una de las siguientes proposiciones relativas a conjuntos
A, By C ahitrarios, Ud. debe demodtrarla s es verdaderay dar un
contragiemplo en e caso que seafasa
a AEB=ACBU A=B.
b) AEB)CB=AU ACB=A&
c) C-(ACB)=(C-A)C(C-B).
d AEBCC=(AEB)C(AEQC).
e) Al BU AEB=B.
f) Al BU ACB=B.
o AC £=/E
Dados |os sguientes pares ordenados, encuentre losvaoresdeay b
para que sean igudes:
a) (a+b, 1)y (3 a-h).
b) (2a- b, -5y (3, a+ 6h).
E Sean A ={1,2,3,4,5}, B={2, 3} yC={4,5}. Encuentre los
siguientes conjuntos y represéntel os graficamente:
a A” B.
b) B (A C B).
c) (AEB)" B.
d) A" (A-B).

e) A” (BE C).
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) (A-B)" (A-C).

Demuestre cada una de las siguientes propiedades del producto cartesiano :

aA 1 B,A,l B, U A;” Al By B,
b)A" BGCC)=(A B)G (A~ C).

A  (BEC)=(A" B)E(A" C).
dBCC) A=(B" A)C(C" A).

& (BEC)”  A=(B  A)E(C" A).

A" (B-C)=(A" B)- (A" C).
9(B-C)" A=(B" A)-(C" A).

h) (A1C A)" (BiCB2)=(A1" B)C (A" Bo).

) (ALE A) " (BLE B)=(A1” Bi)E (Ar” By E (A2"B1) E (A2" Bo).

llustre cada una de las propiedades del gercicio anterior con gemplos y representelos
gréficamente.

Bibliografia

ArcosR., BecarraR., Cruz C. (1984). Lenguaje y Métodos de Trabajo. Facultad de Ingenieria
UCV . Caracas - Venezuda

Cruz C. (1980). Matematica de Nivelacion. Facultad de Ingenieria UCV. Caracas - Venezuda



106

ArcosR., Baldi C. , Bramaud du Boucheron L., Ferndndez N. (1997). Elementos de l6gica 'y
Conjuntos. Facultad de Ingenieria UCV. Caracas - Venezuda

Ggjardo C. (1985). Logica Matemética. Elementos Fundamental es. Facultad de Ingenieria
ULA. Mérida- Venezuda

Duo A. (1974). Fundamentos de la Matemética. Editoria Labor S. A. Barcelona- Espafia

Campeddli L. (1972). Fantasia y |6gica en la matematica. Editorid Labor S. A. Barcelona-
Esparia

Hempe C., Wilder R., Nagel E., Newman J., Veblen O., Wedey J,, Gasking D., von MisesR,,
Matemética, Verdad, Realidad. (1974). Ediciones Grijabo S. A. Barcelona - Espafia

Garner M. (1981) Nuevos Pasatiempos Mateméticos. Alianza Editorid. Madrid - Esparia.

Baker J,, Allen G. (1970). BIOLOGI A einvestigacion cientifica. Fondo Educativo
Interamericano, S. A. EE UU.



